
MPSI 2 - Fabert

DS 2 : Autour du cours
du 30/09/2026

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

lim
x→0

cos(x)− 1
sin(x) = 0 lim

x→−∞

√
x2 − 5x + 2 + x = 5/2

lim
x→+∞

ln(x)ex

x2 − 1 = +∞ lim
x→2+

x3 − 2x− 4
x2 − 4x + 4 = +∞

Déterminer selon la valeur de m ∈ R, l’ensemble des solutions du système
{

x + my = −3
mx + 4y = 6 .

Après l’opération L2 ← L2−mL1 on obtient le système équivalent
{

x + my = −3
(
4−m2)

y = 6 + 3m
Ainsi on distingue les

cas suivants :

• Si m /∈ {−2, 2} on obtient une unique solution par remontée.

• Si m = 2 la dernière ligne est 0 = 12 et il n’y a aucune solution.

• Si m = −2 la dernière ligne est 0 = 0 donc le système équivaut à x−2y = −3 qui a une infinité de solutions.
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MPSI 2 - Fabert

1 Donner la formule de sin(2x), pour x ∈ R. 2 Résoudre l’inéquation cos2 x ⩽ sin(2x).

1 Pour tout x ∈ R, sin(2x) = 2 sin x cos x.

2 Pour x ∈ R, cos2 x ⩽ sin(2x) ⇐⇒ cos x (cos x− 2 sin x) ⩽ 0.
On résout l’équation, qui donne les solutions x = π

2 [π] ou x = arctan(1/2)[π].

En remarquant que cos2
(π

3

)
− sin

(
2π

3

)
= 1

4 −
(√

3
2

)
⩽ 0 et cos2 (0)− sin (0) = 1 ⩾ 0,

on obtient l’ensemble des solutions

S =
⋃

k∈Z

[
arctan 1

2 + kπ ,
π

2 + kπ
]
.

Soit n ∈ N et x ∈ R. Calculer les sommes S0 =
n∑

k=0
k(k − n) et S1 =

n∑

k=1
x2k.

S0 =
n∑

k=0
k2 − n

n∑

k=0
k = n(n + 1)(2n + 1)

6 − n
n(n + 1)

2 = n− n3

6

S1 =
n∑

k=1

(
x2)k =

{
x2−x2(n+1)

1−x2 si x ̸∈ {−1, 1}
n sinon

Calculer la somme
n∑

i=1

n∑

j=i

i2

j(j + 1) .

n∑

i=1

n∑

j=i

i2

j(j + 1) =
n∑

j=1

1
j(j + 1)

j∑

i=1
i2 =

n∑

j=1

1
j(j + 1) ·

j(j + 1)(2j + 1)
6 =

n∑

j=1

2j + 1
6 = n(n + 1) + n

6 = n(n + 2)
6 .
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1 faibj -ajbi)" Fsten faib) + fajbi)"-2 aiajbib;
r <i,jan

= 会 : ≈bj +名 ÷0 jbi -2流(房力
= α 底 (∞=) (δ b;

)

一 (aibi然( ib.)
= 2 (香( 前) 一(b )プ
aPor positivité de taibj-ajbi)" , comme
somme de termes posints ,

on a

(館(前品) ≥ (各b)プ
d'où l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
por passage à

la racina carre
, function

strictement croissante sur R+.

ef ( +x )' = )xs.

Exercice 1 � Vidéo de correction

https://tube-sciences-technologies.apps.education.fr/w/ePf8Vn6QcK3BhHzgZjCkzz


a on o. C +x))
"

= :: ) xk㎡
Les coefficients devant sont obtenu en
multipliant les coefficients devant etc

pour
kEC0,)

,

c'est à dire :

"

() ( i) t (( )tt(l .( )
= 臨故 ) 、 (- ^ε) = 臨 ((
5 Por identification polynomiale des coefficients
devant sch

,
on a

。 <^_品冠 )=←()
or pour tout

b EK0
,GD-9n7 , (af o

Dons(2) -9

7 Posons
pour

REC
,
2B
,

br = (*).
L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors



強味 () |≤
(

品)
”

(臨 ))
”

ce qui revient à , d'après 5

k () /δ ()
"

( J
"

i
.
e

.

‰↑ ( 臨㎡)
”
で

8 Soit x-IR* to

強松 () /≤
(

臨)
”
心

Cas d'égalité d'une inéquation :

On peut choisir des valurs pour lesquel,

l'inégalité devient une égalité.

Posons ap =() , pour tout KEKO ,nJ.

On obtient



0 ' -( ㎡)
"

≤x ,r( P)

ja)" d'après 5

F ∅

On pert démonter que (a) est le

plus grand des coefficients (2) por REDO,
Por exemple ,

MG = (Cn) ,
est le terme

d'une suite croissante jusque n

, puis
décroissante.

= (+서 )( )
≤ ante) /2n

Done 순 , Knt.
jm

= exp ( lncantis) ≥ 1n

qui tend vers 1 por croissances

comparées donz

↑ 4 d'où x72



Sni 0 =
象

← ()k = せ- 、 )^= 0

2 o
. Son =愛 ←y

(

) k = 0

8
in

= せ然(さ K =^

↓
pour tout sc EIR

,

投) = 臨 Cx)
k

() = ( +-x)
“

c En dérivent membre à membre pour
tout ccER

,
on a

臨
←

x)“
"(

)k = - n(- x)~
-^

d En remplaçant por 1 , puis en

multipliant par-1 ,
on a pourtout n >1,

Exercice 2 � Vidéo de correction
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Smr =臨
せ

)

k (
)k =のせ - ^ )^^= 。

3 a Soient pei et n > p+ 1.

Snipt . = 臨 ^
)

() kptr
= 臨 せ) k k( ) kP

= El ()
P

, par
la

( ) + 活( ) = ( )〜 formale den pior .

θ . .tiC) -
←

( ] Jk .

= n ( Snp - smripd
)- ) = 0

b Soit PCP) : "Pourtoutn > p ,
Sn

,p
=0"

PCO) revient à 1.

Soit pEN. Supposons PCP). Un > pin
Or Sn
, p +1 = u (Sn,p-Sn- .,p)

= n ( 으 - 0 ) - 0

_

nxpn-13p



Donc
por récurrence

, pour tout pEN,

PC) est vraie.

4 On a So
,
0 = 1 = (-1) 01 d'après 1

soit nEN
. Supposons Sun = Er)"n !.

Sntn
,
nte

= (n +1) (Sntn
,
n -Sn

,
n)

= ne) Co -ej ^ n! )dopres③
= telt " tn ) !

Donc
porécurence , pour tout neN ,

Snin = c )
"

w !

5 Pour tout nEN, -> Sn
,pH
= n(Snp-Sn-1,p)

wn :
Cije Snnen.tn ( Sn.n - Sumon)!

=
←)"Ci )"

n

!ten"
"

s
n-ym

一 つ ) ! (n-1)!

= n t een - s

Montrons por
écurrence

que

tnEN
,
un = [R + noE



Pow n = 0
, comme K10 ,

on a le

résultat voulu.

Soit nEN
. Supposons un= k tu

Alos Man =(nte) tun = (h+1)+ ktee

=
'k tu

.

k=n

Donc
, por récurrence,

powr tour n EN, un= ktee

D'où 711"Sn
,
mu = (ntul + 0 , pour tourner

n !

ca qui donne le résultat :

fnEN, Sn
,ntn

= E1)"n ! nCutil
2

7 aOn a
, d'après 3a

, pour
tout nEN,

.n ,rn(
snni-- smnal∞

Sn
, p+e = n (Sn,p-Sn- .,p)

un Vu- ,

=>n Mlm + Un-1



b Montrons
que Un = &N

, pourtoutnEN,

on a 爱 rur = 0 =δ
0
.
z
×%? = v.

Soit nEN Ap
Un= Rue

U+1

Alos Unn = (n +1) um + V = pup
ce qui prouve

le résultat por
récurrence.

Donc
c pour tout nEN ,

Vn = 臨 kuk = Ʃ 象 kxk (K+.)

=臨 K㎥+ 強

= 결 쁨(
)
" +

는 nCutln) × z

Gx2
X3

( 3 n (^+ 、 )+( 、+名= : nCrti)

=
nCuti) ( 3n

2

+ant2)
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8 FpEN er n31,

Thipte = Suipnn( Sup - Snrip )

'
= nTn,

p t
Ta- rsp

+
世品!!Sn- ip

9 Pow pEN , posons

P(p) : pour toutnEN ,
Th

,pfN er
니

Th
,p

>, 1, 5i 1InEp

어 sait ou tout nEN
, d'après 0.que Ps: n + 0, Donc Tn
, E IN.

O

Ta,
,
o ⇌ { 1 Sinon

De plus , comme p
=0

,
la deuxième

propriété n'a pas à être vérifiée.
Ccor nE φ )

Supposons PCP) er montrons PPM)
pour p-N fixe.

Por definition ,
Th

, ptc 30 , portounEN
et comme

, powr tourn- > N, Tu,pE N,



Th
, pH = n Trip

- Th
, p-n
ETR RR

+

Donc Tu
, ph
EN

De plus Th
, pte = n Top+p

러

> 1
, powr

tout n < p

et Tpte , Ph i EnLPt Sptn , pt
pt) !

⑤ eopp
+

ny - pa'pe ) !

(p+1) !

= ^

ò oǒ la preuve
du résultat par

récurrence-

∅ On a
, pour tous pEN ,

nEN,

Sn
,p

=n ! Erl" Tuip

π
와 Sn

, p
[0 siDonn !/Sn , p

nestimpair

et Sn
, p2, 0 sinon



nThyp
=!SP- ED× ( OP- iP) - 1

or Tz,p = 7112SCP = [ (OP-2x1P + 2P)

= 2는( β - 2) = 2
β-
- Λ
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