MPSI 2 - FABERT

DS 1 : Fiche de calculs

du 17/09/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

Nom et prénom : Note :

Donner les réponses sur la feuille sans justification. Vous pouvez utiliser un brouillon.
Durée : 1 heure

LOGIQUE
Donner la négation de I € R,Ve >0,IM e R,Vz e R, (z < —-M = |f(z) — ¢ <¢).

TRIGONOMETRIE

Primitive de z + cos*(z) sin?(x) :

On pensera a linéariser ’expression.

3
Donner ’ensemble des solutions de I’équation cos(2x) = %’ d’inconnue z € R.

Donner I’ensemble des solutions de I'inéquation cos(x) + v/3sin(z) > 1, d’inconnue z € R.
On pourra faire apparaitre dans le membre de gauche la formule de cos(a — b).
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(i) = m(5) =
COS 12 = S 12 =

On pensera a exprimer w/12 comme différence d’angle avec des valeurs de cos et sin connues.

LIMITES
2 x
lim In(z® — 22 + 3) _ lim In(z)e _
r——+00 \/z ztoo 22 —1
-1 A
lim M = lim g —
z—0  sin(z) z——o00o 13 — 5r + 7
xl_i)rgl+(a:2—|—2x—5) exp(z'/*) In(z) = ili% exp(;;) -1
lim 22 — bx + 241 = . r—1
T —00 im ——— =
=1+t —4x + 3

RAISONNEMENTS
Résoudre I’équation suivante d’inconnue x € Ry, z —1=+/z+4 . (Rédaction complete)
. n?(n+1)?
Mont tout n € N k=
ontrer que pour tout n € N, ;) 1
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DS 1

du 17/09/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.
Faites attention au soin apporté a votre présentation et a la justesse de votre rédaction.
Durée : 2 heures.

EXERCICE 1: ETUDE DE LA SERIE HARMONIQUE

Pour tout entier naturel » non nul, on définit

3

1 1
H=14+-+--+4+-—=
2 n

el

k=1

On étudie dans ce probléeme diverses propriétés de la suite (H,,) nommeée aussi série harmonique.

neN*»

PARTIE A - LIMITE DE LA SERIE HARMONIQUE

@ Exprimer, pour tout n € N*, H,,;; en fonction de H,,. En déduire le sens de variation de la suite (Hp),, cy--

@ Soit n € N*. Simplifier la quantité Ha,, — H,,, en ’écrivant a I’aide d’un seul symbole .
@ Montrer que, pour tout n € N*,  Hs, — H, > %

@ En déduire que, pour tout n € N, Han > 5 + 1.

@ La suite (H,),cy- admet-elle une limite? Laquelle?

PARTIE B - UNE PROPRIETE ARITHMETIQUE : SI n > 2, H, N’EST PAS ENTIER

2p+1

Pour tout n € N\{0, 1}, posons la propriété P, : "Il existe p,q € N tels que H,, = 5

@ Montrer que, si n > 2 est pair, alors P, = P, 1.

@ Montrer que si p, ¢ sont deux entiers naturels impairs, et k, £ deux entiers naturels quelconques alors % + 5 peut
s’écrire comme un quotient d’entiers dont le dénominateur est impair.

En déduire que, s’il existe m € N tel que n = 2m + 1, alors il existe un nombre rationnel r de dénominateur

impair tel que

H,
Hn+1=mT+1+7‘

On pourra décomposer une somme écrite en fonction de la parité de ses indices.

@ Montrer finalement par un raisonnement par récurrence que, pour tout n > 2, P, est vraie.
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EXERCICE 2: UN PRODUIT TRIGONOMETRIQUE

n
0
Soit n un entier naturel non nul. On pose, pour tout § € R, P,(f) = H €08 o -
k=1

PARTIE A - SIMPLIFICATION DU PRODUIT ET CALCUL

@ Linéariser sinacosa pour tout réel a.

sin 6

0
@ En calculant sin (2”) P, (6), montrer que, pour tout réel § € R\2nxZ, P,(0) = s (622

T
Donner la valeur de la limite lim .

z—0 SIn x
sin 6

0

@ En déduire que pour tout 0 € R\27Z, lirJrrl P, () =
n—r+00

@ Le but de cette question est de montrer que, pour tout entier m € N pair, il existe ¢ € N et un nombre impair
g €N, tel que m = 2iq.
@ Supposons qu’il existe un entier pair mg qui ne puisse pas s’écrire de la forme mg = 2q, avec ¢ impair.

Sans perte de généralité, prenons myg le plus petit entier pair avec cette propriété.
En considérant mg /2, montrer que l'on arrive & une absurdité.

@ Conclure.

@ Déduire de la question précédente, que la limite de la question @ est encore vraie si 0 € 2nZ*.
On pourra montrer que P, (0) est nulle d partir d’un certain rang.

PARTIE B - APPLICATION AU CALCUL D’UNE SOMME

@ Soit [ € Z. Donner I'ensemble de définition puis dériver la fonction ¢:x+—In (COS (%)) .

En composant la relation obtenue en @ par la fonction logarithme et en dérivant, prouver que

"1 1 1
Vwe}o,g[, lim —tanﬁzf

PARTIE C - UN RAISONNEMENT SIMILAIRE

@ Rappeler, pour a € R\ (3 + 2Z), la formule de tan(2a) en fonction de tan(a).

@ Adapter le raisonnement de la PARTIE A pour montrer que, pour tout # non multiple de T,

n
0 0
lim 1—tan® — | = .
n—+o00 2k tan 0
k=1
PARTIE D - ENCORE DEUX SOMMES RESSEMBLANTES

Soit p, q,z, 0, a des réels tels que toutes les expressions suivantes aient un sens.

@ Factoriser tan p — tan ¢, en fonction de sinus et cosinus.

- 1
En déduire 1 leur d S, = .
@ n déduire la valeur de ;COS(M)COSW{+1)0)
@ On définit cotanz = C?Sx.
sin x

Montrer que cotanx — 2cotan2x s’exprime de maniere trés simple en fonction de tan .

En déduire une simplification de T, = Z tan (%) + cotan (%)
k=0



