
! +1/1/60+ !
Devoir surveillé 11

0

1

2

3

4

5

6

0

1

2

3

4

5

6

Codez ci-contre, chi!re par chi!re, votre numéro élève, qui est votre place dans

l’ordre alphabétique en base 7, puis donnez vos noms et prénoms ci-dessous.

NOM - Prénom :

Durée : 2 heures

Exercice 1 : Quelques exemples

1 Étudier la nature de la série

∑ (→1)
n

↑
n → (→1)n

.

0 0.5 1 1.5 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

! !

On a

ヒ ^ )
べ

皆品 = 高一崎
= 금 . t"

,

( + 엄 ' + 이*)J
= 밤 + 심 + 이금)

아 Ʃ )
が

converge , por
critère des séries alternées

direge, comme série de Riemann

& O) converge , par comparaison à une
Série de Riemann convergente

Donc
, por somme

de séries convergentes et

d'une séie divergente ,
[(1)"
M + 71)2 ediverge
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2 Étudier la nature de la série
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On a
, pour tout

n 7
,
2,

enenal = exp)(n(n) fn(fn(ns)
en (encus)

≈ n

∞

↑ par composée de limites,
em (n(h(n)) = +2 .

n+ +0

Donc INEN
,
En > N

, enulus)), 2
enas

D'où ens 3 2

et donc par comparaison a une série de

Riemann convergente, E lucifras
converga

On
ㄻ

n
= n

*

= exp ( 六 las)
n→ ta

) ☆
nition

par croissances comparées.

Donc ㅢ

, danc por comparaison de
netyn

séries à termes positifs,

Ʃ
nt diverge
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4 Étudier la nature de la série
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ERLa série est à termes positifs, et }

Ʃ brm)㎡ erIn (n) X 며n
2 1

α sont alasn- > +ant 키 loeny & Un
,
a

fn(n() nDonc de même nature por

ua Fo : M. comparaison

Si < 42 : un danc diverge por

comparaison à une séie de Riemann divergente.
fu (u) ^Si 2)2 : Mn

,
= x

내있 또 na34 ×일

aver 순 - 글 > 0 다 분 + 슬 > 1
en (n)Comme -

escompore> 0 , por croissances
}

n- +2n2/4 - 1/2 ㅓ
←lercassAlors _11 a portivd'un rang ,

donc Una
n214-12 nak+ 1z

、

_

dans converge , por comparaison a une série de

Riemann
convergents.

On a
, pour faut nEIN 」

H n
2 t 4) " = * n (+)” = * n( +- I × +o))

=πnt器- 品 + 0 (i3)

Donc tnl" sin (i+ n2 +711)) = Sin (E1 +0(n4)
-
tin '

π +O)
an

Por somme de séries convergentes ,
dont les

justification ont été données précédemment
la série converge
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Exercice 2 : Règle de D’Alembert

Soit (un)n↓N une suite à valeurs strictement positives (ou au moins à partir d’un certain rang) telle

que ϑ = lim
n↔+→

un+1
un

existe dans R+ ↔ {+↗}.

1 Supposons ϑ < 1.

a En utilisant la définition de limite pour la suite

(
un+1
un

)

n↓N
, montrer qu’il existe ω ↓]0, 1[ et N ↓ N,

tels que ↘n ↭ N,
un+1
un

↫ ω .

b En déduire par récurrence qu’il existe ϖ > 0 et N ↓ N, tels que ↘n ↭ N, 0 ↫ un ↫ uN ωn↑N
.

c Montrer que (un)n↓N converge dans ces conditions.
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Ʃ

⑨ EJO
,
INEN

,
tuIN, -e)

Prenous [Aq L : = 1 + 2 < 1
⑦

Alors
∠ LtS ∠ A , GNZN

b EhEN
,
un 30

, por hypothise.
Pour n = N : UN - Mw &N -N

·

fixons n > N tel
que Un Un-

Alos UnnE Mnd & Mr Gun-N

D'où l'hérédité
.

La propriété est donc démontrée por récurrence.

C Par comparaison à une série géométrique
divergente ,

[In converge
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2 Proposer une démonstration similaire, que l’on acceptera plus succincte, qui démontre que si ϑ > 1,

alors
∑

un est une série grossièrement divergente. 0 0.5 1 1.5 2
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Pour 11
,
on trouve 271 ta

M ,
a partir d'un certain ang.

Donc
,
on montre por récurrence que

n - N

EnX N, un X
,
un α

ca qui prouve
la divergence de [un

par comparaison à une série géométrique
divergente
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3 En utilisant les séries de Riemann de termes généraux

1

n
et

1

n2 , montrer que l’on ne peut rien dire,

quant à la nature de la série
∑
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4 Application. Étudier la nature de la série numérique de terme général un =
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ω

(2n)!
, en fonction

des valeurs de ω ↓ R. 0 0.5 1 1.5 2
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On otmste "r-lste s

pourtant , [t diverge et converge.

On a

an( ) ! &2 一己

n

器 =) ! × い !)α
=

*̂品)(2、+ r) ☆ ↓

Donc Si >1:+o ,
donc la série
_

diverge.
-

si α≤µ : ' {
⑮ δi α= 、

ㆁ si a a ^

Donc la série converge
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Exercice 3 : Comparaison des restes de séries convergentes
Partie A

Soient (an)n↓N→ et (bn)n↓N→ deux suites réelles.

On pose An =

+→∑

k=n+1
ak et Bn =

+→∑

k=n+1
bk pour tout n ↓ N↗

.

On suppose que (bn)n↓N→ est positive et que (Bn)n↓N converge.

1 Montrer que si an =
n↔+→

o (bn), alors An =
n↔+→

o (Bn) .

On pourra montrer la définition de limite pour la suite

(
An

Bn

)

n↓N
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On suppose bu +o

Soit 500
.
On a

, por définition , INEN , EnN
an < [bn

En Sommant pournXN,+αo

2 anEkanti

D'aiN
,

An ESBn

Cela montre le résultat voulu.
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2 En déduire que si an ≃

n↔+→
bn, alors An ≃

n↔+→
Bn .

En e!et, on peut utiliser le a , puisque an → bn est négligeable devant..... 0 0.5 1 1.5 2
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Partie B

Pour tout n ↓ N↗
, on pose un =

(
n∑

k=1

1

k

)
→ ln n .

3 Trouver un équivalent de un → un↑1 en +↗. 0 0.5 1 1.5 2
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Por définition de l'équivalence '

an
-
1 neto0 ,

d'ar an-buzo(be)
bn

D d'après 1
}
An - Bn = 0 Bn( )onc

Donn -1> 0

D'où An 〜 Bn
+a

tn >2, Mn - Mn-1 = z - fu(n) + fn(n - 1)
=
k

+ In ( - 음)

+### # E
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5 En utilisant un comparaison série-intégrale, donner un équivalent de

+→∑

k=n+1

1

k2 .
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! !

Por comparaison à une série de Riemann

& esu-Mm-
,convergente, n3로 N

converge.

어 un = Zun-Mur
, por telescopage .

n = 2

Donc (un) converge

Por décroissance de la fonction Ar
tk)
,
2
, ktl

J 습이나 ≤ 轰 ≤
{

tzlr
k K一 ^

En Sommant sw Rt (n+, ND
N+1

{ 志 比 ≤ 品 ≤ / %告 比
n+1

^

Donc ー( +^ ) ^≤
。

≤ ^^ -
^^

t∞

^D'où n ≤ v
.슴

≤ n -
o

On obtient donc l'équivalence ,

座
表

~ い
i

+O
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6 Déduire des questions précédentes un équivalent de

+→∑

k=n+1
(uk → uk↑1) en +↗.

On pourra en particulier utiliser la Partie A . 0 0.5 1 1.5 2
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7 Conclure que

n∑

k=1

1

k
= ln n + ϱ +

1

2n
+ o

(
1

n
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22 :06

On aee-mem to

Doncurma

ta

En +o
,
on a trent Un-Mn-1

= U
- un

Donc d'après la question précédente,

-U-lucho

Doi 着長 =
ba@>+ 8 + 芸 +o)


