MPSI 2 - FABERT

DS 2

du 31/10/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

CORRECTION

Soit z € C. Donner la forme algébrique des nombres suivants, si besoin, en fonction de Re(z) et Im(z),

3 4 51)° —76 — 2i : , ‘ —2Re(z)1 Re(2)? — Im(z)?
( z? _ 76 — 21 (1—i)(T47) = Y iz e(z) m(z) i e(z)‘ m(z)
1—-2i 5 z Re(2)? 4+ Im(2)? Re(z)? + Im(z)?
. 1+ 4)2000 1 V3 Z—2Z Im(z)
1 5 _ A A (7 = -t V. = 0 7
(141) 4—4q (i v/3)1000 St 50| 2vz + Re(z)L
Donner les solutions de 1’équation de degré 2, i22 4+ (4i—3)z2+i—-5=0.

Le discriminant de cette équation du second degré est A = (4i — 3)? — 4i(i —5) = —4i — 3 .
On en cherche une racine carrée sous la forme 6 = a + ib.

Calculant 42, et utilisant aussi la relation ’52| =|—4i—3|=5. On trouve le systéme 2ab = —4

On en déduit que § = 1 — 2i est solution de 62 = A (I'autre solution est —1 + 2i ).
Utilisant les formules du cours, les racines de I’équation initiale sont donc
—4i+3+1—-2 . , —4i4+3—1+2i )
— Y =-3-2i ¢ —m——=—-1—1.

2 2

s (L+iv3)!

Résoudre, en expliquant la démarche, I’équation 2=
(1+1)?
a1, .v3)!
(1+iv3)* 2 (5“7‘) et
On a - = 5 = 2" —=5
(1+1)2 2 L_‘_L 67’4><
(ﬂ ‘ﬂ) i
0 5w z
L’équation qu’on doit résoudre est donc 20 =231 — (W) =1.
On en déduit que les solutions sont les complexes de la forme z = 2:3/567:(%-"_2]:%), avec k € {0,...,4} .
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Soit n € N. Résoudre, en expliquant la démarche, ’équation  (z + i)™ = (z — i)™

Remarquons d’abord que z = i n’est pas solution de I’équation. Ainsi, I’équation est équivalente & (

z+1 _ G)Qikﬂ/n

Ceci est équivalent a dire qu'il existe k € {0,...,n — 1} tel que
) Z—1

L’équation f—fi =1 n’a pas de solutions.
6217!«,77/71 +1

Sinon, pour k=1,..., n — 1, on obtient les solutions zp = i——F+—— .
’ ’ ’ c21k?7r/n -1

- - n
‘ﬂ,) —1.
zZ—1

Soit n € N. Donner les solutions de I’équation e?* =1+ iv3.

1 T
2:51112+i<%+k77r>, kel

n
Soit n € N*. Calculer la somme Z (Z) cos(ky), pour tout y € R. On passe d la partie réelle et "binome".
k=0
- ny Ln)) — - n Jiky _ - n iy\F gn—k | _ iy
; (k:) cos(ky) = Re (/\Z() (k)é ~’> =Re <}Z% (k) (e")"1 > = Re ((1 + €') )

= Re ((i""”’y/z (67’5’//2 + e/"’y/2> ) = Re (ei""y/Z(Q cos(y/?))”’) = 2" cos(ny/2) cos™ (y/2)

Donner les solutions des systemes

cry-z=1 3y + 2z =1
y+2z=— 91 .
r—y+t=-1 4 1219 (z,y,2) = — 3+Of.l/,71+3t ,
=0 (;If,]/,Z,f/): 7? 737-,? : —21}—2:{/4—22’:2 2 o 2 ’

r+y+z—t= r—dy—z=2 avec t € R.

—x+z+t=2
P . 1
Linéariser sin®(z) cos®(x) = —2(— sin(6x) + 3sin(2z))
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EXERCICE 1: UNE EQUATION COMPLEXE

@ < Si Z est un réel, alors Z + + est naturellement un réel. Si |Z| =1, alors -+ = Z et donc Z+ £ = Z+ Z =
2Re(Z) € R. Ainsi, si Z est un réel ou est de module 1 , alors Z + % est un réel.
= Réciproquement, si Z + % est un réel, alors

Z 1 I - 1 - Z
I+ -—=Z+—-—=Z+—=-=0+—==0+—.
zZ7Z Z Z Z zZZ
Ainsi, ~
_Z Z
Z—Z+——=—-——-==0
Z 77

ce qui donne, en multipliant par |Z|? = ZZ,
72?72 -7272°+7—-7Z=0
On reconnait le développement de ~ ~
(ZZ-1)0(Z-2Z)=0

On en déduit que |Z|> = ZZ = 1, donc que |Z| = 1, ou bien que Z = Z, donc que Z € R. On a donc bien
montré que si Z + % est un réel, alors Z est un réel ou est de module 1.

Ainsi, | Z+ % est un réel si et seulement si Z est un réel ou est de module 1 . ]

@ [ La fonction f est définie sur R*. J Elle est aussi dérivable sur R* et, si z € R*,

1 (z+1)(z-1)
")=1- 5="—22"_"72
f ( ) 22 22
Comme f est impaire, il suffit d’étudier la fonction sur ]0, +oo[. On peut alors dresser le tableau de signes/vari-
ation suivant :

iy 0 1 +0o0
rz—1 — 0 +
z+1 + +
f'(x) - 0 +
—+00 “+00
2

{ Le tableau nous montre que x ’a: + %’ a pour minimum 2 sur R* et 'atteint en 1 et -1.

@ 21 et 2o sont les uniques racines sur C de la fonction polynomiale z — (2 — 21) (z — 22) = 2% — (21 + 22) 2 + 21 22.
De plus, on sait que tout polynéme de degré 2 a coefficients complexes admet soit deux racines distinctes, soit

. . z1 + 22
une racine double. Ainsi, on a et b=12z129 |

@ Soit @ et O, des arguments de z; et 2o, i.e, 21 = |21] et et 25 = |2;]e?2. Alors,

91— 6o 01— 65
(eiel +ei92) — |Zl|ei9142>92 v el 2

91—92 ;21102
a = |z cos 5 e’ .

+et
2

Z1+22:@
2 2

donc, par les formules d’Euler,

De plus, b = |z1]? e!®1+92) donc



MPSI 2 - FABERT

Q

—2 = cos? b1 — 62
b 2

a? a? a?
@ On obtient alors 5 € R et 5 € [0,1]. Or, a # 0 et b # 0, donc 5 €]0,1]

2

a z

@ Si 5 € R, on sait que les chacune des racines est non nulle (sinon, b = 0). On peut donc poser Z = et
zZ2

1
remarque que Z # 0, donc la quantité Z + - existe.

1 21 z92
Alors, Z+ —-=—+ —
Z zZ92 z1
_ Atz
2122

z% + 22120 + zg — 22129

zZ122
Z1%2
4 2
_ e
b
Dot 7 + L eR
ou - .
Z
a2 2
@ Supposons n € R et % €]0,1]. Ainsi, d’apres la premiere question, Z € R ou |Z] = 1.
. a? . 1 4a? . . L
Or, on sait que 0 < n < 1, dong, si Z € R, nous avons Z + Z = 2, d’ou l'on tire =2 < Z + 2 < 2.

D’apres Iétude de f réalisée précédemment, Z =1 = |Z|.

On en déduit donc que |Z] =1, donc | |z1| = |z2| |

Soit = et y deux réels strictement positifs. Alors, 0 < (v/z — \/5)2 =x—-2 /Ty +vy .

r+y

Donc {,/xyé 5

@ Soit @ un argument de z1, i.e, z; = |21]| e et 23 = |22/ €. On a alors

i6 6
_ Izl|e —;—|Z2|e _ \Z1|;|Z2|ew et b= ‘2122|e

210

On en déduit alors que

b _ 4‘2122|

a® " (|| + |z))*

- PR : b , R
@ D’apres ce qui précede, on obtient o € R, que c’est une quantité positive et, comme a et b sont tous les deux
non nuls, qu’elle est non nulle. Par I'inégalité arithmético-géométrique (appliquée aux réels positifs |z;| et |za],

(Iz1] + |z2))?

1 , ce qui permet bien de conclure a

puis mise au carré), on obtient |z125| <

@ Réciproquement, si a% € Ret a—bz G} 0, 1}, en posant Z = % et en reprenant le calcul réalisé dans la question
@, on obtient que Z + % = % — 2 € R. Ainsi, d’apres la premiére question, Z € R ou |Z| = 1.

Supposons que |Z| = 1, soit que |z1| = |22|. D’aprés la partie précédente, on a que “—; < 1, donc a% > 1,
donc a% = 1. En reprenant les notations de la question précédente, on en déduit que cos? (‘91591) =1.

e Sicos (91;91) =1, alors 91591 = 0[27], donc 61 = O5[4r], donc O; = 63[27].
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e Sicos(=57) = —1, alors 252 = —7|27|, donc 6y = 03 — 27|4r|, donc 61 = 05|27|.
S ht 1, alors &3¢ 27], donc 61 = 05 — 2r[4n], donc 67 = 65[2

Ainsi, si |Z| = 1, on a bien arg (z1) = arg (z2) [27]. Sinon, supposons que Z € R, on sait de plus que % > 1,

donc Z + % = % — 2 > —2 donc, d’apres 'étude de f, Z > 0.
On en déduit donc que arg(Z) = arg (z1) — arg (z2) = 0[27].

On a donc bien montré que [ arg (z1) = arg (z2) [27]

EXERCICE 2: DEUX INEGALITES

a b 1 1 1 1
O —_— T T = - === — — .
@ na a2 R @ b b

a a
On sait que, pour tout nombre complexe z, on a |Z| = |z| et | — z| = |z|. On obtient donc
a b| |1 1| |b—a| [|b—al |a—b]
lal o] a b | ab | [bllal  [bllal |

@ Voir cours.

@ Cette derniére inégalité résulte de I'inégalité triangulaire.

y z z y z x x y
Eneﬂet,ona(>+<)‘
> 2P e Jyl? ‘ 2> |zl > [yl?
z x x Y
< | = - = e
S 2P {2y
@ Si z,y et z sont différents de 0 , alors 'inégalité demandée est équivalente a ly — | < =zl | lz—yl ,
lyl|2| 2llz] |2lly|
c’est-a-dire, d’apres la question @, a ﬁ — é < # — ﬁ ﬁ — & , ce qui est exactement

I’inégalité que I'on vient de démontrer.

@ Si x = 0, 'inégalité a démontrer est évidente, car le membre de gauche est nul et le membre de droite positif.
Siy =0 ou z =0, I'inégalité est une égalité.
Sinon, on pose X =z —y,Y =z —zet Z =x —w.
On a alors, d’apres la question @, I X|)Y —Z| < |Y||Z-X|+|Z||X =Y, ce quiéquivaut &

|z =yl |w—2[<|z—2 ly—wl+|z—w[ |z-y
qui est l'inégalité demandée.
@ On a ‘21+22|2+|22+23|2+|23+21|2
=(z1+22) (F1 + ) + (22 + 23) (T2 + 73) + (23 + 21) (T + Z3)
=2|21|* + 2 |z2|* + 2|23
+ 2122 + 2921 + 2223 + 2322 + 2321 + 2123
=|21[* + |22]* + |28]* + (21 + 22 + 23) (71 + 72 + 73)
=lz1|* + [z2f” + |25 + |21 + 22 + 23]

@Ona

et, en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

|Zl +22| X ‘2’2 —+ Zg| = ‘2’2 (Zl —+ 29 —+ 23) +le’3|

|Zl +22| X |22 +2’3| < |22| X |21 + 29 +23| + ‘2’12’3|

De méme,

|22—|—23|X|23—|—21 23‘X|Zl—|—22+2’3|—|—|2221|

| <|
|23 +le X |2:1 —|—ZQ| |2:1‘ X |2’1 + 29 +23| + |2’32’2|

NN
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En multipliant ces trois inégalités par 2 et en les additionnant membre a membre avec 1’égalité trouvée a la
question précédente, on obtient

(|Zl + 22| + |22 + Zg| + ‘ 23 +21 |)2
< (J21] + 22| + |2s] + |21 + 22 + 23))”
Les quantités dans les parentheéses étant positives, on en déduit que

|21 + 22| + 22 + 23] + [23 + 21| < 21| 4 |22| + [23] + |21 + 22 + 23]

EXERCICE 3: TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

@ Voir cours.

@ C’est une somme géométrique. Si w™P = 1, c’est-a-dire si n divise p, alors chaque terme vaut 1 et la somme vaut
n.
Siw™P # 1, la somme vaut

"iw_pk l—w 1-1
P 1—-w™? 1—w™?p
= n sin|
Donc, Zw*pk = { ) P
0 sinon.
k=0
n—1 n—1 ) ) n—1 o in | (p_
. R =N B “pk 2,57, 721;:% - ( 2,(1np)7r)k B n o S
@ Soitp € Z. Deméme, +/ng(p) = Z g(k) w™PF = Z e e = Z e = 1_618_11:” sinon.
k=0 k=0 k=0 e
y s = n sin|(p—1
Do g(p>{ A
0 sinon
1 n—1
Par définiti
@ ar définition, f(p) = Tn Zf
k=0
1 n—1 n—1 1 n—1n—1
donc |f(p)* = f(p)f(p - ( f(k _pk> ( fDw pl) — flk _pkwpl . On réécrit en
" \i=o 1= " =0 1=0
double somme, et on obtient Ifp))? == f(k)fF(Dw—FP
" o<k i<n—1

@ Sommons l'identité précédente sur p = 0,...,n — 1. On utilise I’égalité de la question @)
n—1
il=k
- 0 sil#k

n—1 n—1 n—1

Db 3170 PO 3 w0 = 257 f(k) 7= 3 17
k,l p=0 k
n—1 n—1
C’est la formule de Parseval Z 17 ()|? = Z |f(k)|? .
p=0 k=0

@ On éerit Vexpression donnée et on remplace f(p) par sa définition
1 n—1 1 n—1 1 n—1
SOMUEEE o] E5 WIERE FEEES V) SR
\/ﬁ p=0 \/ﬁ p=0 \/ﬁ 7=0 p=0

La somme intérieure vaut n si k = j et 0 sinon (voir question @), donc le tout vaut f(k).
Ainsi

1)
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