MPSI 2 - FABERT

DS

du 26/3/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

CORRECTION

Donner les tableaux de variations complets des fonctions suivantes. On donnera, quand c’est nécessaires, les
asymptotes sous le tableau en précisant seulement les équations. Par exemple, x =1 ouy = —2.

F(@) = Inoch(z) g(x>:th<1_”5) : h(x)zarccos(Hle)

1+z
T —00 -1 +o00
x —00 0 “+oo
—+o0 “+o00 th(fl) 1 \ : = ! il
0 -1 th(—1) g 0 T
]
y=—z—1In(2), y=z—1In(2) y = th(—-1) y=m/2.
Simplifier les expressions suivantes.
T 1

tan(arcsinz) = T2 sin(arccos z) = V1= 22 cos(arctanz) = N
—x x

72

Démontrer que, pour tout x > 0,ona x — 5 <In(l4z)<z.

On pose, pour >0, f(x)=z—In(14+2) et gl@)=Ih(l1+z)—z+ % .
Alors f et g sont dérivables sur Ry et, pour tout > 0, on a

1 T 1
") =1-— = >0 ot )= —— 14z = >0.
(@) 1+ z+1— ¢ g(@) 1+ o 1+z —
Ainsi, f et g sont croissantes sur l'intervalle [0, +o0].
De plus, f(0) = g(0) =0, donc, pour tout > 0, on a f(z) >0 et g(x) >0,

2
ce qui entraine x — % < In(1+ ) < .

2

Donner la décomposition canonique de la similitude donnée par  f: z — (1+itana)z—itanca, avec « € [0,7/2].

f=hor, ouh est ’homothétie de centre le point d’affixe 1 et de rapport 1/ cos(a),
et r est la rotation de centre le point d’affixe 1 et d’angle a.
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Que représente géométriquement ’ensemble des points M d’affixe z, vérifiant

Soit A = (1,—1) et B = (0,2).

L’ensemble des points M est le cercle de diameétre [AB], épointé de A et B.

Que représente géométriquement ’ensemble des points M d’affixe z, vérifiant

z+5—31

z—1+1 3
- est un réel.

Soit A= (1,—1) et B = (-5,3).
L’ensemble des points M est la droite (AB), privée de B.

Soit un nombre entier n > 2. Résoudre dans C, 2" = Z.

Remarquons d’abord que z = 0 convient.
Supposons désormais z # 0.

En passant au module, on obtient |z z|, d’ou
On peut donc poser z = e et 'équation devient
el = 710 = 10 = | = 0 = 2kn/(n+ 1), k € {0,...,n}.

= z|"1 =1 et donc |z| = 1.
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EXERCICE 1: MAJORATION DE HUYGENS

@ @ La fonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On trouve immédiatement, pour tout

2cos®z —3cos?z +1

1
‘() =2 —3=
F(@) cos T+ cos? x cos?

@ La fonction ¢ : x + 22% — 322 + 1 est dérivable de dérivée ¢'(x) = 6 (x2 — x) < 0. Ainsi, ¢ est décroissante

avec (1) = 0. Par conséquent, ‘ vz €[0,1], 22> -322+1>0

@ D’aprés les deux questions précédentes, la fonction f est croissante sur [O, g[ Comme f(0) = 0, f est

positive sur cet intervalle et donc

Vx € {O,g[, 2sinz + tanx > 3x J

@ L’inégalité n’est pas vraie pour x €]7, 37“ [ car la limite de f en 7, par valeurs supérieures a /2, est —oo.

[ La fonction n’est donc pas positive sur cet intervalle. ]

@ De méme, la fonction ¢ : © — 2sh(z) + th(x) — 3z, est dérivable sur Ry et pout tout 2 € R,

B 2ch®(z) — 3ch?(z) + 1

vi@) ch?(z)

Or le polynéme ¢ défini en 1, est strictement croissant sur [1, +oo[ et (1) = 0, donc ¥’ > 0 sur Ry.

On en déduit que| 1 est croissante sur Ry |, or (0) = 0 ce qui nous donne, que pour tout z € Ry, ¢(x) > 0,

donc que

‘ 2sh(z) + th(z) > 3z .

EXERCICE 2: ETUDE D’UNE FONCTION

. <4—5cosx>
Soit g : * — arccos | ———— |.

—4cosx

@ Notons D, le domaine de définition de g. Pour tout x € Dy, g(x + 27m) = g(z), donc g est 27 périodique et il
suffit d’étudier g sur un intervalle de longueur 2.
De plus, g(—z) = g(x), donc g est paire, et il suffit de ’étudier sur [0, 7] et I’étude sur [—m, 0] se déduit par
parité.

@ Pour tout réel x € I, —1 <cosx <1,alors 9>5—4cosxz>1>0.
Ainsi, le dénominateur est strictement positif et ne s’annule pas.
De plus —-1< Hﬂ

’ ~ 5—4cosx

< —(b—4cosz) <4 —5cosx <5—4cosx

< —5+4cosx <4—5cosxetd—5cosx <5H—4cosx

Scosr<let —1<cosx.

Donc la premiere inégalité est vraie, par équivalence.

4 —5coszx
Ainsi, u : = — F dcost est définie sur I a valeurs dans [—1,1], domaine sur lequel arccos est définie.
—4cosz

[ Par composition, g est définie sur I. J

@ Soit « € I. Par définition, g(x) est I'unique réel dans [0, 7] tel que cos(g(x)) = u(z).

_ 4 —5cosz

Donc | cos(g(x))

T 5 —4cosx

De plus, sin? og(x) = 1 — cos?(g(x))

3sin(z)
5—4cosx

25 —40cosz + 16cos?z — (16 — 40cosx + 25¢cos® z) < 3sin(z) >2

(5 — 4cos(x))? 5—4cosz

Ansi,|sina(a)] = |
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Or g(x) € [0, 7], donc sin(g(x)) > 0, et de méme, = € [0, 7], donc sin(x) > 0. Et on a déja montré que 5—4 cosx >

3¢
0. Cela montre que 1’on peut enlever la valeur absolue et donc on obtient | sin(g(z)) = 5Si+(x)
—4cosx

Domaine de dérivabilité de g. La fonction u, définie en @ est dérivable sur R, comme quotient de fonctions
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, a valeurs dans [—1,1]. La fonction arccos est dérivable sur

Résolvons u(z) €] — 1,1], ce qui équivaut & —1 < cosz < 1 & x # O[x]. Par composition, g est dérivable sur
10, 7.
)
Dérivée de g. Vz €]0,n[, ¢'(x)= —A.
V1—u?(x)
5sinaz(b —4cosz) — (4 —5cosx)dsinx 9sinx . 3sin(z)
(0] "(z) = = t /1 —u?(x) = =
G (5 —4cosx)? (5 —4cosx)? ¢ w(w) = sinfg(w)) 5—4cosx
-3
Ainsi| Vz €]0,#], ¢'(z)=——"—
insi x €]0,w[, ¢'(x) E— dcoss
@ On obtient aussitét lim ¢'(z) = —3 et lim ¢'(z) = —3.
z—0+ T
@ D’apres les questions précédentes, on obtient le tableau suivant.
x 0 ™ 3
g'(x) - 2
g 1
g \
0 “ 3 2 710 1 2 3 4

@ Le discriminant de ce polynoéme est 9 , il a donc deux racines 2 et 2. Onobtient| —2X2+5X —2=2(2— X)(X —1/2)

De plus, on a déja vu que la fonction z — 5 — 4cosx est dérivable sur R, & valeurs dans [1,+00[C]0, 00|,

intervalle sur lequel la fonction y — ﬁ est dérivable. Par produit, f est dérivable sur R, en particulier sur I, et
cos cosz(5 —4cosz) — 2sin*(z)  —2cos?x — Hcosw — 2

_ - 1Nf 1
fila) = \/m+51nx(—§)481nx(574cos z)3/2 (5 — 4cosx)3/2 B (5 —4cosx)3/2

Vr € 1,

2(2 — cosz)(cosx — 1/2)
(5 —4cosz)3/?

Ainsi, f'(z) a méme signe que cosz — 1/2. Or cos est décroissant strictement sur I et vaut 1/2 en w/3, d’ou le

tableau
T 0 5 T
ffx) 1 + o - -1/3
1/2

[ est continue, strictement croissante sur [0, Z]. f(0) = 0 et f(7/3) = 1/2. D’apres le théoréme de bijection, f

2 3

1
réalise une bijection de [0, ]| dans [0, 1let| admet donc une fonction réciproque notée ¢ : [O, 2} — [O, Z] |

qui & y associe I'unique élément = € [0, 7/3] tel que f(z) = y.

@ Soit  un élément de 'intervalle [0, 5.

@ Alors y = f(z) est dans Dintervalle [0,4] . Or f est continue, strictement décroissante sur [, 7], et

y € [f(%), f(m)]. D’apres le théoreme de bijection, il existe un unique z € [%, 7] tel que ’ f)=y=f(z) ‘
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@ Comme f(z) = f(z), alors f(z)? = f(2)?. En notant X =cosz et Z =cosZ,ona sin’z=1- X2

1— X2 1— 22
= ‘ot 1-X3)(5-42)—-(1—-2%(5—-4X) =0.

S =i dob (1-X%)(5-47) — (1 - 2%)(5 - 4X) =0

Donc 5—47 —5X% +4X2Z — (5—4X — 522 +422X) = 0, soit 4(X — Z) —5(X% — Z%) +4(X2Z — X Z2) = 0.

On obtient finalement (X — Z)(4 — 5(X + Z) +4XZ) = 0. Or cos est strictement décroissante sur [0, 7] et

0<z<z<m donc X # Z.

Ainsi, I'égalité devient

4 —
Ainsi, 4 — 5X = Z(5 — 4X). Or 5 — 4X # 0, donc en remplagant on obtient [ cosz = 5451& J .
— 4COST

(c) Onaz e [§,n] C[0,7] et cos z = u(z). Alors par définition de arccos, z = arccos(u(x)), donc| 2z = g(z) |

34
@ On a déja calculé{ sin(z) = sin(g(z)) = % | .
— %

Or cos(z + z) = cosx cos z — sinz sin z, ce qui donne cos(z + 2) =

4dcosx —3cos?x — 2
5—4cosz ’

—8cos?x +4cosz+3

t de mé ) =
et de méme, | cos(z — z) F dcosz
Or pour tout réel §, cos?f = 1(1 + co0s(20), donc cos?(%t2) = 1(1 + cos(z + 2)) = M
P ’ 2 ’ 272 ~ (5 —4cosx)
4 sin?
COSQ(z;z) — s (.CL‘) )
(5 —4cosx)
Il reste & connaitre le signe des termes. Comme z € [0, T}, alors sinz > 0.

De plus, z € [, 7], donc © — z € [—m,0], ainsi, 5= € [~7/2,0], intervalle sur lequel cos est positif. Donc

R 2sinx
) j }

cos(

2 Vb —4cosx

Enfin, z + z € [, 4?“], intervalle trop grand pour connaitre le signe de cosinus

Ttz
5 -

2 —4cos
On étudie h : © — = + g(x) , car z = g(z). h est dérivable sur ]0,7/3] et h'(z) = H7z7 donc est
—4cosz
strictement décroissante sur [0, 7/3], car sur cet intervalle cos > 1/2, avec égalité en %.

T+ z
Or h(0)=met h (%) = %” Donc €[5, 5], intervalle sur lequel cosinus est positif.

Ttz

( ) sinx
cos = .
2 Vb —4dcoszx

@ La question précédente a montré que cos(f”;rz) = f(z) etque cos(252) = 2f(x).
Or ££2 € [0, 5] C [0, 7], donc F2 = arccos(f(x))

De méme, %52 € [-7,0], donc 25% € [0, 7], et 25% = arccos(2f(x))

En faisant la différence entre les deux, on obtient x = arccos(f(z)) — arccos(2f(x)).

Finalement

Or I'équation y = f(z) pour z € [0, §] équivaut a = = p(y). Ainsi,

[ ¢(y) = arccos(y) — arccos(2y) | pour y € [0, 3].

EXERCICE 3: UNE EQUATION COMPLEXE

Lo ; 3 . . 1+tana Ccos &« + % Sin « et
@ En multipliant le numérateur et dénominateur par cos «, on obtient : = — =——=e¢
1—itana cosa —isin« et

2ia

D’ou

l1+itana %ia
—— =c¢
1 —itana

@ On utilise ’angle moitié.
e —1 /2792 2isin(0/2)
ie®+1) (e10/2 4 e=i0/2) "~ 2icos(6/2)
Il n’ya pas de probléme de définition de tan, car § €] — 7, 7] .

=tan(6/2) e R.
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. . . A - o (La\"
@ Gréice aux questions précédentes, on a vu que 1’équation () est équivalente & (1 ) = 2@,

— iz
1+1iz , . . . .
Posons Z = T L’équation (x) devient alors Z™ = e?*“. Par passage au module, on obtient |Z| = 1.
— iz
Posons alors Z = €%, pour un certain # € R. Par identification des arguments modulo 27, on a 6 = 2« [%’T]

o 1+ 01 k
Maise’ezlirizz = Z:i(eeiei—i—l)' Donc (%) devient| z = tan(f/2) = tan <a+ T

>,p0urk€ [0,n —1]

144z 11—z . . . . .
@ On a =i its Soient I et J les points d’affixes respectives i et —i.
—iz itz
Géométriquement, cela veut dire que les points M d’affixes réelles de valeur tan (“t*T) pour k € [0,n — 1],

sont les uniques points tels que n fois I'angle TMT soit 2a.



