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Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.
Faites attention au soin apporté à votre présentation et à la justesse de votre rédaction.
Durée : 4 heures.

Exercice 1: Formule de Stirling
On considère les suite u et v définies, pour tout entier naturel n non nul, par un = nn

n! et vn = 1
n

(n!)1/n.

1 Trouver une relation simple liant ln (vn) et ln (un) pour tout n ∈ N∗.

2 Montrer que pour tout x ∈] − 1, +∞[, ln(1 + x) ⩽ x et pour tout x ∈ R+, x − ln(1 + x) ⩽ x2

2 .

3 Montrer que pour tout n ∈ N∗,
un+1

un
=
(

1 + 1
n

)n

. Qu’en déduit on pour (un)n∈N∗ ?

4 En déduire que pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ 1 + ln (un) − ln (un+1) ⩽ 1
2n

.

5 Démontrer alors que pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ n − ln (un+1) ⩽ 1
2

n∑
k=1

1
k

.

6 Montrer que pour tout n ∈ N∗,

n∑
k=1

1
k
⩽ 1 + ln(n).

On pourra raisonner par récurrence et on pensera à réutiliser 2 .

7 Déduire de ce qui précède que ln (un)
n

converge et donner sa limite.

8 Déterminer la limite de la suite v. On appelle ce résultat "La formule de Stirling".

Exercice 2: Une suite presque récurrente
Soit (an)n∈N∗ une suite d’entiers naturels fixée pour laquelle a1 ⩾ 2 et pour tout n ∈ N∗, an+1 ⩾ a2

n − an + 1.

Pour tout n ∈ N∗, on pose xn =
n∏

k=1
ak et on note yn l’unique entier pour lequel

n∑
k=1

1
ak

= yn

xn
.

1 Montrer que pour tout n ∈ N∗, an ⩾ n + 1.

2 En déduire que les suites (xn)n∈N∗ et (yn)n∈N∗ sont strictement croissantes.

On peut ainsi poser pour tout n ∈ N∗, un = yn

xn
et vn = yn+1 − yn

xn+1 − xn
.

3 Montrer que pour tout n ∈ N∗, vn − un = 1
an+1 − 1 .

4 En déduire que pour tout n ∈ N∗, vn+1 − vn = 1
an+2 − 1 + 1

an+1
− 1

an+1 − 1 .

5 En déduire que les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont adjacentes. On note ℓ leur limite commune.

On fait l’hypothèse dans cette question que ℓ est rationnel, c’est à dire, que ℓ = p
q pour certains p ∈ Z et q ∈ N∗.

6 a Montrer qu’une suite d’entier convergente est stationnaire, c’est à dire, constante à partir d’un certain rang.
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b Montrer que la suite (pxn − qyn)n∈N∗ est décroissante, puis qu’elle est stationnaire.
On pourra exploiter ici les propriétés des suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ .

7 En déduire que la suite (vn)n∈N∗ est stationnaire, puis qu’il existe un entier N ∈ N∗ pour lequel pour tout n ⩾ N ,
an+1 = a2

n − an + 1.

8 Montrer que pour tout entier p ⩾ 2, la suite
(

n∑
k=1

1
p2k

)
n∈N∗

converge et que sa limite
+∞∑
k=1

1
p2k est un irrationnel.

Exercice 3: Union des itérés d’une application

Notations. Pour tout ensemble E, pour toute application f : E −→ E et pour tout n ∈ N, fn désigne la
composée f ◦ . . . ◦ f , n fois, avec par convention f0 = IdE .
On rappelle qu’une partie A de E est dite stable par f si f(A) ⊂ A.

Partie A - Préliminaires

Soient E un ensemble, f : E −→ E une application et A une partie de E. On pose B =
⋃

n∈N
fn(A).

1 Montrer que B contient A et est stable par f .

2 Soit C une partie de E contenant A et stable par f .
Montrer que pour tout a ∈ A et pour tout n ∈ N, fn(a) ∈ C

3 En déduire que B ⊂ C.

En résumé, B est la plus petite partie de E, au sens de l’inclusion, contenant A et stable par f .

Partie B - Exemples

4 On note f la fonction z 7−→ z2 de C dans C.
Déterminer la plus petite partie de C contenant {3, i} et stable par f .

5 On note f la fonction x 7−→ x2 + 3
4 de R+ dans R+ et on pose A = [2, 4] et B =

⋃
n∈N

fn(A).

On définit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites par
{

u0 = 2
∀n ∈ N, un+1 = f(un)

et
{

v0 = 4
∀n ∈ N, vn+1 = f(vn) .

a Montrer que [1, +∞[ est stable par f .

b Montrer que pour tout n ∈ N, 0 ⩽ un ⩽ vn et fn(A) = [un, vn].
On rappelle que l’image d’un segment par une application continue est un segment.

c Étudier la nature (convergence ou divergence) des suites (un)n∈N et (vn)n∈N et donner leurs limites si elles
existent.

d En déduire B.

Partie C - Cas d’un ensemble fini

Soient E un ensemble fini et σ une bijection de E sur E. La notation σn a été définie pour tout n ∈ N, mais la
bijectivité de σ offre la possibilité d’une généralisation aux entiers négatifs.
Pour tout n ∈ N, on note σ−n la composée σ−1 ◦ . . . ◦ σ−1, n fois.
On définit sur E une relation ∼ de la façon suivante : pour tous x, y ∈ E, x ∼ y ⇐⇒ ∃k ∈ Z, y = σk(x).

6 Montrer que ∼ est une relation d’équivalence sur E.

7 Soit x ∈ E. Pourquoi l’application k 7−→ σk(x) n’est-elle pas injective sur N à valeurs dans E ?

8 En déduire que l’ensemble
{

k ∈ N∗ | σk(x) = x
}

possède un plus petit élément, que l’on notera n(x).

9 Montrer que les éléments x, σ(x), σ2(x), . . . , σn(x)−1(x) sont deux à deux distincts pour tout x ∈ E.

10 Montrer que pour tout x ∈ E, la classe d’équivalence de x pour ∼ est l’ensemble
{

x, σ(x), σ2(x), . . . , σn(x)−1(x)
}

.

11 Quel est le lien avec les parties précédentes ?
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