
Exercice 1 : Voir TD
.

Exercice 2 :

^ En premout hal et x = y
-i avee yEir ,

one

jy ) = ( 拉) 一 ( 一立) )

Donc f'est dérivable sur IR comme some

du fonctions dérivables ety EIR

f
"

)=jly+立) - f
(

-)

Supposons f l fois dérivable , pour
RENfixé

En dérivant n
1

FyEr ,Jfilequation
(k)

donc f est dérivable comme somme de fonctions
dérivables et

Fy ε 1R
, 8灣) = ( y +当) 一一去 ),

donc f or (kti) - fois dérivable.

Par recurrence
, of est n-fois dérivable , pourtant

nEIN*, donc of est 20



2 On a ta
,
he IR

j ( +h ) =お) +雪
”

(x+ 喜)
い

erfx) =式
“

( 兰) + 立 f
“

(x+喜 ) + 岳
f

“x)
d'a fa,h ER

奈(x+喜) = (
"

n) - は
"

)
En posant , y

= x + b
On
ay por

hto
, " gr = ば " y

( 長) - f
"

cy)

n+ 0- f"(y)h12

Donc f"(y) = 0, fy ER

3 Donc f"syl = c , puis fiy) = Ca+D
et enfin fly) = (y+Da + E , YyEIR
aree CD ,

E ER des constantes
.

ㅅ Pour tous cher , f(x+h) - f(x) - f'(x+z)
=c(x+h) + D(x+h) + E - ( - Dx - E

- 2 C 슬] h- Dh

= 2 tDht-2- Cp
Donc Toutes les fonctions polynomiales de
degré 2 sont solutions.



Exercice3 :

1 Pour tout ER,
^

f'(x = 1 + c
et f

"

x) = - 飛㎡

a SoitREN
, Ap f(x) = (1(k+ f(x

Alors, en dérivant l'équation , FEIR,
(k+1)

,

00n ) = 地波
t1)

- ( t' s )= 掘) f xx
De plus, jxs - fR ) = -8 ,

FxEm
,

puisque la fonction actan est impaire.

Dans
,
on a montré por récurrence que

kti kb)
FREN

,

FER
, fex = (1) fau

La formale nous donne directement
que J' a la

a la parité inverse de k.

3 Pour n =1
,
on a fxER,

^

f
'

x) =
1+x2 ,

c qui donne (1) pour Pr = 1

et-2nx1 + nxz = 0
,
en penant Po = 2

Supposons (*) et (2 pour
nEN fixé.

Dériver (#)
,
donne

, par tout ER,



f* = 51)
"

n !
Pnbsx2x

+ )( り !
Prix)

Ix 2)n+, (1+x2)n

2xPsa) - Pri(al (x3+ 1) x Yn
= (^ )

"

w !
(1+x2)n

+

Ce qui donne (*) au rang ht en posant, FaER

Pn+ .x2 =Pxc )- Dnx)(x2+ )̂ × 六

d'où

n Pht
.
a)
- Qan Pna tx | Pix ) = 0

4 On a P = 1 de degré 0.

Pour new
,
si Pr est de degré n-1

,
alos

mPu+ix) = zxn Pn(s) - (x+) Pricsl
,
EEIR,

Si an est le coefficient dominant de Pr,
alors le coefficient dominant de Prti est
ant , = & n- -^ ) = an.

et Puti est de dégé n et an = n
, por récurrence

immédiate

On a prouvé le isultat voule por récurrence.

5 D'après (#) Pr a la même parités que f
Dons EaER

,
Pr(ss) = {Pacs) sin est impair

-D) sinon .



Si n est impair , on a
n- 1

Pu ) = 臨" pr =。Epr =Pa)

Donc
Pan

=o ,REN ,
et Pr n'a

que

des monômes avec des puissances paires.

On fait la même chose
pour
le cas pair

6 a La formule de Leibniz nous donne
,

pour g: (1+) fa ,
alor glutiest nulle

D'ai pow tout n EN*, pour tout xER,
(n+1) s) n( -^ )

gx )= 0 =µ )fx ) +α xnfx )+ n ( n-) fx)
↓ On a

, pour tout <ER , fix = (1)""(n-1) ! Pas(1+x3)n
Donc

, pou tout ERR,

0 =a
)

" n
!Prad

+ 2xn (1)"
"

(n -1) ! Prsss
x)" [1+ x3yn

+ (n)
"

(n -2) !
P
.. (x) yn(n- 1)

(1+x2)n
-1

☆ O = Pn+ 、
x) - αx Pnx) + Pr - nx ) (+x2 ))

or la définition de Pui était
Prt

、 )- 2 xPLI +x 1)Dix 去 = 0



Dons Pr
- n) ( ltxz) = Pi'x ) x

D'oi nPn-1 sx) = Pr'a . (*)

c En réécrivant les relations cidessus
,
(#) donne

pour tout AIR et pour tout ne N*
0 = Pn(s) - axPrnx) + Pn

-z()(1 +3)

et donc en utilisant (*3) :

0 = x)- 架 P @
)

+e+
aR P

"

@)
n(n- 1)

D'où l'équation différentielle voulue.



Exercice 4 :

1 Bo = 1 existe
.

La relation Br = nBr
-

(*) FEN* nous donne le

degé de Bn (égal à n) , por
récurrence immédiate.

Supposons que pour nEN fixé ,
Bn-n existe.

βPosons Bn-
, ()= ak, avec aRER ,

pour
tout k-o

,nD

La relation (*) nous donne alors

Bn= ar + cs
Mais (! Bu(H)d+ = 0어

done 象 Dak -、 + Este = 0
Dans la constante est unique et donc

Bu existe et est unique .

2 On a par primitive puis intégration entre O et 1 .

Brx) = x - 元 B
3x] = x 3 -是 x 2+ 主

B=x) = ax
2
- x + o Bax) = xt - 2x3 +x高

3 On a BG) - Ba=B = InBn- = 0



D'où Be ) = Be)

4 On a d'abord
, pour

toutce[o
,
1)

,

B
. le -x) = µ -x 一高 = - ∞+ 芝

= -
Bい

Soit nEI
.

Posons tout a gauche et on dérive.

fex = Bn(1 -x) +(x) Buc , pour toutER.

Alors fest dérivable sur R comme fonction polynomiale
et pour tout Er , feBBc)

= 0
, par hypothese do

récurrence.

Donc pour
tout EIR et pour

tout nEI
,

Bn(1 -x) = (1)"Bn(x)

5 Bant
,
e) s Bantn (O ) - Banti l )

Donc Banti (1) = Bann(a) = 0

De plus Bann(2) * -Bant(E) = 0

6 On a
,powr

tourcER
,

tout à gauche et on dire

B
. Atx) = ath - i =Bi) t 1 xx

^

Pour n ENB fixé , supposons que ExER ,

Bn
- (1+x) - Bu() - (n-1)x = 0



La dérivés de+ Bn(+1) - Bn(s) - nx-

est la fonction x+ Brick +1) - Bin(x) -n(n+)ch
-2

= n (Bn- ,(+1) - Bu- (x) - (n-1)x2)
= ∞

Donc la fonction est constante et null en 0,
donc c'est la fonction nulle .

On a montré por rcurence que
frEN

,
ExEIR,

Bn ( itx) - Bntnx"
=

0

ㅋ Soient pin EN ,
on a

pour toutke[1 ,PD,
k" = Bn

t
(k+1) - Bu(k)

n+1

Dons Sn(p) = n Buu(k+) - Bu+ (k)

D'owSnp) = 前 Bua
、
( P+D - Bnti)

와

S .b ) =や+声一+北+ 坊=
δ
2 C) = P (

)

ap+( D
6

S
3P) = p분

8 Soit nEI
.
On pose BnG= ) bro

pour tout EIR .

La k-ième dérivée en 0 donne



(n-k)
Bne ) =( bk × e - k) !

D
'
ow BkO )=burkn

ik
D'où le résultat

.

9 On a alors en évaluant en 1
,
thEIN

*

bna Bra ,
(o) = Butid ) ="k(刈 bk '

D'a bn = -前勲巡り bk

lo bo =Λ
,
b
.
= - 一立 , 々 = 一高 × ( ^一 ③=+方

b
3
= O

ba = 一高 ( 1 一皇 + 背 ) = 一赤
b5=-

b 6 = 一寺( 一吾+ 式一 = 症

H Ona Bux' t B.x+ ?) = 2x 会 = B.x)
toutà gauche eton dérive

Pour tout n EIN
,
la dérivée de+ Bn( + Bn(x+1)
- Bn (2x)

ar Bric + Br (x+ 2)- Br(2x)

= n Bn- ()+Bn-n(x+z) -zBn- 1(2x)
= 0

,
iBa

- .
Rs + Ba- .(x+) 一品 Ba . . (2水 = 0



D'où la mêm preuve par écurrence.

12 On adoncBn
글)= -1 Ib .

13 On se place sur Jo. [
Supposons pour n fixé que

Ban est strictement monotone et

Bant
,
est de signe constant

On a alors Baniz = (n+2) B'anti qui
est de signe constant ,

dans est

strictement monotone
.

De même
,
Bantz est strictement monotone

donc Bants nat convexe on concave.

Or Bantz(0) = Bants()) = o ,
donc

Bants O ou négatif sur cet intervalle

14 Ban est strictement monotone sur J0, L

Donc (Ban) _ max ((Ban (04) , /Ban ()))
= mox ( Ibanl , (一) bm )
= Iban)



sur cet intervolle
.

Banta est concave con convexe
,
et Bante(0=Bant (1)

= o

IBanti) est alas concave et sa coube est donc en dessous

de sa tangente en 0 , qui a par équation

y = lant1 ) Bax ∞) (x-0 ) +Bantiλ 1
=> (n+ 11 banx) < /an+ 1) ban E

puisque c'est une droite à coeff directeur

positif sur Jo ,L
On obtient donc /Bantil - (n+bank
Sur l'autre intervalle J 1 1[le
résultat est conservé grâce à 4

5 On a

=

)
。

'Bamanf州

Bemtsl2 )f帶… /
→Bmasf

-
cam+a)camt3)).

"

Banten (C) famis oloc



= cmtybacnt
"(f" f ) )t2mtB

"amh )
!Bant3 ) f( )

"+3

odx

et la récurrence montre la formule.


