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du 26/3/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

CORRECTION

EXERCICE 1

@ Pour tout a,b,c,d € R,
fap = fea=YVx eR, fop(x)=fea(z) = VVzeR, ar+b=cr+d.

En évaluant en 0, on trouve b = d, puis en évaluant en 1 on a a = c.
a=c

Le sens réciproque est immeédiat, b= d = VzeR, ax+b=cr+d.
@ Comme f' = a > 0, alors f est strictement croissante, donc f est strictement monotone sur R.

De plus, on a fa,b o fl/a,—b/a = Idg, donc fl/a,—b/a = f(;l}

Ici, pas besoin de vérifier des deux cotés, car f est bijective.

\

@ On va montrer que G est un sous groupe de (Bij(R),0). Evidemvmer)” ) on ne omortre PQQ ﬂ”"‘ C dr

o D’abord, on vient de montrer que G C Bij(R). un SCO“FL Alrechemmod

e Ensuite, Idr = fi1,0 € G.
o Enfin, pour tous a, b, cet d dans R, f.q40 fa_bl = fe.d© f1ija,—bja = feja,—bejatd € G-
Donc G est bien un sous-groupe de Bij(R), donc un groupe.
@ On note Z(@G) le centre de G. Soient f, € G et fo.q € Z(G). On a, pour tout z € R,
0= (fe,ao fap— fapo fea)(x)=acx+cb+d—acx—ad—b=cb+d—ad—b.

Ceci doit étre vrai pour tout a,b € R, on peut donc prendre ¢ = 1 = b, qui nous donne ¢ = 1.
En prenant ensuite, a = 2, on obtient d = 0. /\/q powr Id € Z CC?)

Seulement l'identité fi o commute avec tous les éléments de G, donc [ Z(G) = {Idgp} ’ .

@ @ U est un morphisme. En effet, U (fy4 0 fe.q) = ac = ca = U (fe,a © fap), pour tout a, b, ¢ et d dans
R. Yy
/‘/L,_ V n’est pas un morphisme. Par exemple, V (f110 fo1) =2#3=V (fa10 f11) .

() Onaker(U) = {fup € G| U(fup) =1} = {f1s |bER} =T. 4

Comme le noyau d’un morphisme est toujours un sous-groupe du groupe de départ, T" est un sous groupe

de G. /4

@ On montre par récurrence que, pour tout n € N, f*, = f . b3 g
’ ’ i=0

On a d’abord fap = fat bxao-

Supposons le résultat vrai au rang n € N fixé. Alors,
n+1

_ no_ o . N T4t Tee s -
wp =Japofoy=fapo fa"’bZ::ol o = fa"“,abZ:Ol with = fa"“vai:o 4i - D’ou 'hérédité de la proposition.

@ Gréce a la question précédente et la question @, on peut affirmer qu’un élément f,; € G d’ordre fini, vérifierait
a” =a

bnz_:l i On aurait donc a = £1, puisque a est non nul.
a'=b.
=0
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o Siazl,alorsb:Oetonadonc.

e Sia = —1, alors n est impair et b est quelconque dans R. En effet, on remarque que[ f-1,» est fini d’ordre 2

On peut mettre tous les f_1; que l'on veut dans un sous groupe fini, puisqu’ils n’engendre aucun élément
supplémentaire. Comme on a montré que tout autre élément de GG n’est pas fini, alors ce sont les seuls sous
groupes finis.

On peut écrire, pour toute partie A de R, un sous-groupe de G fini :

Gy = {f_17b | be A} U {IdR} .

EXERCICE 2: UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 3

Ew denwen™ , ON W (Montte Pos que o un aspage. vecfodel ...
@ On montre que E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des suites RY.

On a en effet, £ C RY et E non vide, puisque la suite nulle vérifie clairement I’équation.
Soient u,v € E, et A € R. On a

(AU + ), 15 = M y3+0n13 = = Ap 2 +5AUn 11 =3y, —Vn 424504130, = —(Au+0)n 12 +5(Autv) 1 =3 (Autv),
Ce qui prouve que Au+ v € RY et donc que E est un espace vectoriel.

@ Prenons v € E. Supposons que vy, v1 et vy sont trois réels fixés.

Donc vs = —vs + bv; — 3vg € R et est unique. Qs aues  Kermaet .
A wo. ?ﬂw\\/e S _—
Donc vy = —v3 + 5vs — 3v3 € R et est unique. /Lf E)ouf -+ ?

... Par récurrence immédiate, (v, )nen est déterminée de maniére unique.

1 n 0
@ Procédons par récurrence. Vn € N, on pose H(n) : [J"=[ 0 1 0
0 0 (=3
« Initialisation. J° = I3, ce qui prouve bien H/(0).
o Hérédité. Soit n € N. On suppose H(n). On a alors :
1 n 0 11 0 1 n+1 0
JH=J"xJ =101 0 01 0 |=[0 1 0
R\ 0 0 (=3)" 00 -3 0 0 (=3

ce qui montre H(n + 1).

e Conclusion : Vn € N, H(n) est vraie.

pour trouver l’hypothese de récurrence, on pouvail conjecturer en faisant les premieres puissance de J, ou encore
décomposer J en I3 + B et utiliser le binome de Newton.

Un+3 —Un+2 + 5Un+1 - 3Un
@ Soit n € N. L’égalité V,,41 = AV, signifie que | vp412 | = Un+2 , ce qui est vrai.
Un+1 Un+1

Vn € N, on pose H(n) : [V, = A™. V).
o Initialisation. #(0) signifie que Vj = Vj, ce qui est vrai.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons H(n). On a alors :

Vo1 = AV, i AA™V, = A",

(n)

ce qui montre H(n + 1).

o Conclusion : Vn € N, H(n) est vraie.

@ @ On trouve

1 -5 6 27
Pt = ol 4 8 -2
1 -2 1
2 Sur la copie, on peut vérifier que son produit avec P donne la matrice identité.
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/{ @ Calcul direct.
(¢) Vn €N, on pose H(n) : [A" = PJ"P~!].
o Initialisation. H(0) signifie que I3 = PI3P~!, ce qui est vrai.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons H(n). On a alors :

/\ Al = A" x A = pjrptpjgp~t=pjrtip-t
Hn) g
=13

ce qui montre H(n + 1).
o Conclusion : Vn € N, H(n) est vraie.

@ Soit n € N. On calcule

VUnaa 1 —5vg + 6v1 + 27vg + (n + 3) (4ve + 8v1 — 12v9) + 9(—3)™ (v2 — 2v1 + vp)
Vo=1| vni1 = PJ"P7V, = % —5vg 4 6v1 + 27vg + (n + 2) (dve + 8vy — 1209) — 3(—3)™ (v2 — 201 + vp)
—5vg 4 6v1 + 27vg + (n + 1) (dve + 8v1 — 1200) + (—3)™ (v2 — 201 + V)

Un

dn+74+9(-3)"
Dans le cas particulier donné dans ’énoncé, pour tout n € N, V,, = %6 dn+3—3(-3)"
dn — 1+ (=3)"

D’ot, pour tout n € N, | v, = 4n — 1+ (=3)" ‘

EXERCICE 3
@ Par analyse-synthese.

@ Les fonctions cos et ch sont continues sur R. Par ailleurs, pour (z,y) € R?

cos(z 4+ y) + cos(z — y) = 2 cos(x) cos(y)

et également

x —T oY -y z+y =y y—x —T—y
2 ch(z) ch(y) = 2° *26 6*; R *26 T h(z) + chy)

On en déduit que cos et ch appartiennent a &.

@ Par opérations sur les fonctions continues, f, est continue sur R. Par ailleurs, pour (z,y) € R?,
fa+y) + falz —y) = flax + ay) + flaz — ay) = 2f(ax) f(ay) = 2fa(z) fary)

et donc f, € €.

@ Clairement non ! Prenons f € £. Si £ était un espace vectoriel, alors 2f € £, ce qui n’est pas le cas.
En évaluant Iéquation vérifiée par f en x =y = 0, on trouve 2f(0) = 2f(0)%. On en déduit que f(0)(1 —
/| f(0)) =0, donc que f(0) =0 ou f(0) = 1.
/\If @ Si f(0) =0, pour x € R, on obtient 2f(z) = 2f(x)f(0) = 0, donc f est la fonction nulle.
A S (© Sif(0) =1, pour y € R, on obtient f(y) + f(—y) = 2£(0)f(y) = 2f(y), donc f(—y) = f(y). Ceci prouve
I que f est paire.
Soit x € R. En dérivant la relation f(z +y) + f(z —y) = 2f(x) f(y) par rapport & y?, on obtient f'(z +y) —
f'(x—y) =2f(x)f (y). On dérive une nouvelle fois et on trouve ce que demande ’énoncé.

@ En posant A = f”(0), on obtient exactement ce qu’on veut.

@ Si p1 > 0, les solutions sont les fonctions x + AevVF® + Be VET ot (A, B) € R2.
Si pu < 0, ce sont les fonctions x — A cos(y/—px) + B sin(y/—pux).
Si ¢ = 0 ce sont les fonctions affines.

Il s’agit de faire une synthése. Si f est un élément de £ deux fois dérivable, f pourrait bien étre la fonction nulle.
Ce cas est réglé, maintenant regardons ce qui se passe si f n’est pas la fonction nulle.
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Premier cas.  j est une constante strictement positive et f est z — AeVF#® 4 Be™ VI Peut-elle étre solution?
Déja, il faut que f soit paire, et ga force ’égalité A = B. Ensuite, il faut que f(0) = 1, et ¢a force A = B = %
Donc f est 2 + ch(/uz). Maintenant, soit on vérifie qu'une telle fonction est solution en faisant un calcul
pénible, soit on se sert des deux premiéres questions pour voir que c’est direct (avec oo = /1 ).

Deuxiéme cas. p est une constante strictement négative et f est z — Acos(y/—px) + Bsin(y/—pz). La
encore, par parité on a forcément B = 0. Et comme f(0) = 1, on obtient A = 1. Donc f est  +— cos(y/—puzx).
Réciproquement, cette fonction est bien solution.

Enfin, si u =0, f est © — Az + B; par parité, A = 0 et puisque f(0) = 1, c’est que B = 1. Réciproquement cette
fonction est bien solution. Bilan : les fonctions deux fois dérivables de £ sont les fonctions constantes égales a 0
et a 1, les fonctions z — cos(ax) avec a > 0 et z — ch(ax) avec a > 0.

@ Puisque f n’est pas la fonction nulle, c’est que f(0) = 1 (c’est la contraposée de 2.3.b). f est censée s’annuler
en un point disons x, qui du coup est non nul; si x > 0, c’est gagné; si x < 0, par parité, f s’annule aussi en —z
qui a le bon gotit d’étre strictement positif.

A @ FE est inclus dans R, est non vide d’apres la question précédente, et est minorée par 0 . Elle admet donc
une borne inférieure.
/l @ Supposons f(a) # 0. 1l existe donc, par continuité de f en a, un voisinage de a de la forme [a — §,a + 0]

(avec § > 0 ) sur lequel f ne s’annule pas. Mais alors E est minoré par a — § < a alors que a est censé étre
le plus petit des minorants! C’est insupportable, il y a une contradiction. Donc f(a) = 0.

A (c) Puisque f(0) # 0 et f(a) =0, c’est que a # 0. Mais a, borne inférieure d’un ensemble de réels positifs, est
elle-méme positive. Par conséquent, a > 0.

/| @ Par définition de a, pour z € [0,a[, on a f(x) # 0. Soit € [0,qa[ tel que f(z) < 0. Puisque f(0) = 1,
par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe y €]0, z[C [0, a[ tel que f(y) = 0. C’est impossible vu ce
qu’on a dit, donc x n’existe pas et on a bien que pour tout z € [0,a[, f(z) > 0.

@ @ Dans géquation fonctionnelle en posant x = y = 5%, on trouve... exactement ce qu’on veut.
O

@ Pour/q =0, f(a) et g(a) valent 0 tous les deux. Si c’est vrai pour ¢ € N, alors f (2%) +1=2 (f (2;%))2,
d’apres ’hypothese de récurrence, f (2%) =g (2 ) = cos (Qq’%) Donc : (f (2;%))2 =1 (cos sarT T 1) =

a
24 2
O]( cos? 55 carl + cos(z) = 2cos? . Comme f (5%7) > 0 et cos 555 > 0, on obtient que f(5&r) =

COS 537z = ¢ (Q%H), et la récurrence est établie.

@
-+

@ Par récurrence double. Pour p = 0, les deux termes valent 1 ; pour p = 1, c’est la question précédente.

— ba

Si c’est valable pour p et p—1 (avec p > 1), en posant x = £ et y = 7, on obtient f (%) +f ((;a%)a) =
2f (5%) f (5)-

9 Par hypothése de récurrence, f ((p;iql)a) =2f (B) F(&)-f ((pgiql)a) =29(2)g(&)—y ((p;ql)a). Mais
2 (82) 5 (%) — 9 (2522 = 2cos 25 con 5 — con B2 = g (2532 car2 os(a) osly) — cos(s —3) =

cos(z +y). D’ou 'hypothese au rang p+ 1!

A @ La parité de f et g permettent de revenir au cas p € N si p s’avere négatif.

- a

2" n n n
@ @ Posons u,, = I ;nJa Puisque % —1< LQJJ < %, on obtient que x — 5% < u, < x. Dol le résultat
/[ par encadrement.

@ Si z € R, la suite (uy), oy définie & la question précédente est a valeurs dans D, et converge vers z. Par
continuité de f et g, les suites (f (un)),cn €t (g (un)), cn convergent respectivement vers f(x) et g(x). Mais
d’apreés la question 10, en fait ces suites sont égales, donc par unicité de la limite : f(z) = g(x). Ceci étant

) valable pour tout x € R, c’est bien que f =g.

@ Soit f une fonction non identiquement nulle, dans £, et qui s’annule sur R. On vient (analyse) de montrer
qu’alors f est du type x +— cos(wx) pour un certain w > 0.
A < Réciproquement (synthése), x — cos(wx) avec w > 0 est bien une fonction de £ (on I’a vu dans la question
\ ), non identiquement nulle (elle vaut 1 en 0 ) et qui s’annule sur R (en 7w par exemple). On a donc
trouvé toutes les fonctions de ce type!

EXERCICE 4



Mobile User


MPSI 2 - FABERT
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®

PARTIE A - UN EXEMPLE

Soit y une fonction deux fois dérivable sur R et sur R* .

On pose z : . — y'(z) + tﬁ —y(z), définie sur R et sur R*, car th ne s’annule qu’en 0.
L yl@) Y@
ch?(x) th®(z)  th(z)
Ainsi, pour tout « € R, sh(x)z'(x) = sh(z)y” (z) — syh((z)) + ch(z)y'(z)
h? () 1 4 sh?(x)

h =ch ! ¢ _— .
o le)s(a) = e (0) + Sake) = bl o) + e
On a alors, sh(x)2'(x) + ch(z)z(x) = (shx)y”(z) + (2chz)y (z) + (shz)y(x).
On a montré que y est solution de (E) si et seulement si z est solution de (E’) : sh(z)z’ + ch(z)z = 0 soit

Par exemple, Vz € R% , 2'(z) =y (z) —

h(x) *
Z +Sh(x) z =0, sur R}.

On fait le méme raisonnement sur R* .

(E') est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogeéne et a: z +— zﬁgzg est continue sur R* , et admet

A
—— | AER,.
sh(z)
On fait le méme raisonnement sur R* , et on trouve le méme ensemble des solutions. Attention, la constante sur
le premier ensemble n’a aucune raison d’étre la méme que la deuxieme en cas de réunification sur R*.

pour primitive A : x — In(]sh(x)]).

D’apres le théoreme du cours, I'ensemble des solutions de (E') est {x —

@ On continue sur R* . On a montré que y est solution de (E) si et seulement sil existe une constante A € R
telle que ~
1 C;
Ve € R} —y(x) = =~
PERY, y(@)+ y(a)

Par équivalences, on a, pour tout x € R,

d

sh(z)y'(z) + chzy(z) =\ < (d Sh(m)y(m)> =) < sh@)ylx)= z+p,
x

avec 1 € R. Sur R* les solutions de (E) sont donc exactement les fonctions de la forme

Az +
~ sh(x)

‘)\,MER.

@ Cherchons maintenant les solutions qui se prolongent sur R. On rappelle que y est une solution sur R si
e y est deux fois dérivable sur R.
e y est solution de (E) sur I et sur I.
o L’équation est satisfaite en 0 soit 2y’ (0) = 0.

Arz+p L

T 2L g >0

On pose sh(z) T

pose () := {’\zﬁ(tf sixz <O0.

Par taux d’accroissement, hm — =1
—0 sh(x)

Donc si p1 ou pe sont differents de 0, la fonction y n’est pas continue en 0.
De plus, si 1 = po = 0, alors lirr%) y(x) = A1 et de méme a gauche.
r—r
Ainsi, y est continue en 0 si et seulement si u; = po = 0 et uy = s, c’est-a-dire si y est alors proportionnelle

& T g

PARTIE B - UN CAS INTERMEDIAIRE

! ’ . ’ . N 7’ .
Comme y ne s’annule pas, la fonction z est dérivable et 2/ = f%. Alors, I’équation en y équivaut a I’équation

suivante en z obtenue en divisant par y?

—2' +a(z)z + b(z) = 0.

Avec le formalisme de la premiére question, cette équation équivaut & —z’ + 2z = x. Cette équation est linéaire
d’ordre 1 a coefficients constants. Une solution particuliére est x — z+1 (cas simple d’un second membre produit
d’une exponentielle et d’un polynome). Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions x +— Ce® avec
C € R. Par conséquent, z est de la forme z — = + 1+ Ce” et y de la forme = +— m avec C' € R. Pour
terminer la question, il convient de déterminer les fonctions y de cette forme définies sur R. On étudie pour cela
les variations de z — x 4+ 14 Ce® et on trouve que la fonction s’annule seulement si C > —1. En conclusion, les

solutions qui ne s’annulent pas, définies sur R de I’équation sont les fonctions = +> m avec C < —1.
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PARTIE C - REDUCTION GENERALE

@ On a pour tout x € R, comme z, u sont deux fois dérivables : y(z) = u(x)z(z)

"(x) = u(2)? (z) + v/ (z)2(2)

y
y'(x) = u(@)2"(x) + 2u'(2) 2 (2) + " (2)2()

y solution de (E) équivaut a
(E") :Vz € I, (a(z)u(x))z" + (2u'(z)a(z) + b(z)u(z)) 2" + (a(x)u’ (z) + b(x)u'(x) + c(x)) 2 = 0

@ Ainsi si u vérifie I’équation : (E”) 2a(x)u’ + b(z)u = 0, I'équation ( E’ ) est de la forme : a(x)z"0 + B(x)z =0
ot a(z) = a(x)u(x) et B(z) = a(x)u”(z) + b(x)u' (z) + c(x).

Si a, b, ¢ sont des constantes, et a # 0, 'équation ( E” ) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne
a coefficients constants. Les solutions sont les fonctions de la forme

x— Aexp (2bx> ou AeR
a

Alors, pour A non nul, on obtient : a(z) = aAexp (;—fw), et f(z) = ((52; + _27};2 + c) Aexp (g—fx) = (%) Aexp (%a

. Les solutions

—b%+4ac
a2

7’ . 7 . \ — 2 . 7’
L’équation E’ équivaut a : 2" + (%) z = 0 On pose ¢ une racine carrée complexe de =

de ( E') sont : x + Ce’® + De™%% ou C, D € R.
PARTIE D - ENTRELACEMENT DES ZEROS

@ Comme y; et yo sont deux fois dérivables, W est dérivable et, en utilisant les équations dont solutions y1, y2

W' =wy1ys +y1ys — W ve + Yivs) = —yraye — (—py1y2) = yiv2(p — q) -

@ Supposons dans cette question que Vo € R, p(z) > g(x)

@ Comme x7 et x4 sont des zéros consécutifs, et que o est continue sur cet intervalle, y5 est de signe constant

sur [z1, xa).

Alors y, doit avoir une monotonie inverse au voisinage de x1 et au voisinage de xs.

Donc y5(x1)ys(22) < 0.

Supposons par l'absurde que y5(z1) = 0. Or, pour une équation différentielle linéaire du second ordre, la
y' +aq(@)y =0

solution du probléme de Cauchy y(x1) =0 est unique.
y' (1) =0

La fonction nulle y = 0 est clairement une solution de ce probléme.

Par unicité, on aurait donc  yo, =0 sur R, ce qui contredit I’hypotheése que - est une solution non nulle.

@ Soit x7 < w9 deux zéros consécutifs de ys.
Supposons que y; ne s’annule pas dans [z1,22]. Comme y; est continue sur R, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, y; est de signe constant (car si elle changeait de signe, par le TVI, elle s’annulerait au moins
une fois). De méme pour yo, elle ne s’annule pas sur |1, 23 donc de signe constant.
On suppose y2 > 0 sur cet intervalle ouvert. Ainsi, y5 (z1) > 0 (une preuve par ’absurde rapide montre le
résultat) et de méme, yj (z2) < 0.

e Siy; > 0 sur [x1,x2], alors W' est strictement positif sur |z1, z2[, donc W est strictement croissante
sur [z1,xa].
Or W (z1) = y1 (21) yh (1) < W (22) = 11 (22) yh (x2) Or W (z1) > 0 et W (x2) < 0. Absurde.

o Siy; < 0,W est cette fois-ci strictement décroissante sur [z1, x2] et W (x1) < 0 et W (z2) > 0. Absurde.

Le raisonnement est le méme si yo < 0 sur [z1, x3].

Ainsi, ’hypothése de départ n’est pas possible: | y; s’annule au moins une fois dans l'intervalle [z, 23]

@ On suppose que Vz € R, p(z) > w?. Dans cette question en particulier, on prend ¢ : z +— w?.

Une solution de I’équation différentielle 3 + w?y = 0 est yo : & + sin(wx).

Les zéros de yo sont xp = kw—” ou k € Z, et entre deux zéros consécutifs. Ainsi construit, on a une infinité de
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zéros de y; deux a deux distincts, donc une infinité de 0 pour y;.
Supposons u; < ug deux zéros consécutifs de y; tel que us —u; = a >

€13

1 T
Enposantazi(a—g)>0, siv; =uy; +eetvg=us —e¢,alors vy =v; + —.
w

De plus, la fonction yz : x + sin (w (z — v1) est solution de I'équation différentielle y” + w?y = 0 et vy et vy
sont deux zéros consécutifs de ys.

D’apres la question précédente, la fonction y; s’annule au moins une fois dans lintervalle [v1,va]. Or uy < v1 <
vo < ug : Absurde, puisque w1, us deux zéros consécutifs de y;.

Ainsi, deux zéros consécutifs de y; sont séparés d’au plus ]

@ Dans cette question, on prend p = 0. Une solution de y”’ = 0 est la fonction constante égale & 1. Si yo admettait
deux zéros consécutifs, alors y; s’annulerait au moins une fois, ce qui n’est pas possible.
Donc ys s’annule au plus une fois sur R.

@ On suppose dans cette question que p = ¢ (et donc que y; et yo sont solutions de la méme équation différentielle

d’ordre 2). Ainsi, on a p < g et ¢ < p: on peut appliquer la question 2a dans les deux sens : entre deux zéros
consécutifs de y; se trouve au moins un zéro de ¥y et inversement. Ainsi, soit x7 < o deux zéros consécutifs
de y;. En supposant que y; et yo n’ont pas de zéros communs, y, s’annule au moins une fois sur |1,z [. Si
yo s’annulait au moins de fois, on prendrait deux zéros consécutifs dans cet intervalle, et entre ces deux zéros
de yo,y;1 s’annulerait au moins une fois: il y aurait contradiction avec le fait que x; et xo sont deux zéros
consécutifs, d’ou 'unicité. si y; et yo n’ont pas de zéro commun, alors y; admet exactement un zéro entre deux
zéros consécutifs de ys.

PARTIE E - EQUATION DE BESSEL

Soit n le nombre de zéros sur un intervalle de longueur 7 d’une solution sur R™* de I’équation : y”—l—%y’—i— 1-— 2—2) y=20

On effectue les opérations de la deuxieme partie afinde revenir & des équations du type de la partie 3 . Soit u solution
de 2u' +Lu=0:u(z) = ﬁ convient. Et alors, y solution de I’équation si et seulement si z : & — /zy(x) est solution

de :
2" 3 1 1 A2 . " A2 —1/4
\/:E+(4x5/2_2$5/2+\/§<1_x2))z_0801t Lz +<1_x2 )z—O

et les zéros de y et z sont exactement les mémes.

2
o si|A| > 1, alors Vo € R™ g(z) = 1 — A ;21/4 < 1 = p(z) et une solution de léquation y” + y = 0 est
Uq @ x > sin(z — a). Ainsi, d’apres la partie 2 , entre deux zéros de la fonction y, il existe au moins un zéro de

la fonction uy. De plus, si z1 < x2 sont deux zéros consécutifs de y tels que 0 < xo — x; < 7, alors en posant
T—(w2—x1)

€= , et u; = x; — ¢, la fonction u,,, s’annule au moins une fois entre 1 et x9, ce qui est impossible,
car le zéro suivant de u,, est us + 7, et u1 < x1 < x9 <wug + 7. Ainsi, n <1

e Si|A\< %, alors Vo € R™* p(z) =1 — X1/ >1=q(x)

2

D’apres la question 2(b) de la partie D avec w =1, on a n > 1.



