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Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

CORRECTION

EXERCICE 1: THEOREME DE WILSON

@ Pour n =2, 1+ (n — 1)! = 2 est divisible par 2 et 2 est un nombre premier.
Pour n =3, 14 (n — 1)! = 3 est divisible par 3 et 3 est premier.

Pour n =4, 1+ (n —1)! = 7 n’est pas divisible par 4 et 4 n’est pas un nombre premier.

‘Le théoreme est vérifié pour n = 2,3, 4.

Dans la suite, on fixe n > 4.

@ Soit n > 4 un entier non premier. Alors il existe p,q € [2,n — 1],n = pq

n—1
e Sip#gq, comme (n—1)I = H k, on aura & un moment k = p puis k = ¢, ainsi, { p - q divise (n — 1)! ’ )
k=1

e Sip=gq, commen >3, alors p # 2, et n = p? > 3p > 2p. Ainsi, dans le produit (n — 1)! intervient une fois
p lorsque k = p et une deuxiéme fois lorsque k = 2p, donc | p?|(n —1)! |

@ Si n divise (n — 1)! + 1 alors n?|1, d’aprés la question précédente, donc n = +1. [ Absurde car n > 4. J

@ Par contraposée, on a montré que si n divise 1 + (n — 1)!, alors n est premier.

@ Soit k,x € [,n — 1]. Par définition du reste r dans la division euclidienne de kz par n, on a |r € [0,n — 1] | De

plus, si r = 0, cela signifie que n divise kx. Or n est un nombre premier qui divise un produit, donc n divise soit

x soit k, ce qui est impossible car k,x € [1,n — 1]. Donc| r € [1,n— 1] ] .

@ Soit k € [1,n — 1] et z,y deux entiers de [1,n — 1]. On suppose que v (x) = pr(y).
Alors cela signifie que n divise kx — ky = k(z — y).
Or n est un nombre premier, qui ne divise pas k € [1,n — 1], donc n est premier avec k. D’apres le lemme de
Gauss, n|(z — y).
Orz—ye[-(n—1),n—1], et dans cet intervalle le seul multiple de n est 0. Donc « = y. Par définition, on a

montré que { L’application ¢y est injective. Jve.

@ @ Soit k € [1,n—1]. Ainsi, n ne divise pas k. Comme n est un nombre premier, n est premier avec k. D’aprés

le théoreme de Bézout, [ il existe ag,bg € Z tel que  agn + bok = 1

@ e Analyse. Soit (a,b) un autre couple solution. Alors an + bk = agn + bok.
Donc n(a — ag) = k(bg — b). n divise le premier membre, donc il divise k(bg — b).
Or n est premier avec k, d’apres le théoréme de Gauss, n|bg—b. Il existe donc ¢ € Z, tel que by—b = cn.
En remplacant, on a  n(a —ag) = ckn Donc a = ag + ck et b = by — cn.
o Synthése. n(ag+ ck)+ k(by — cn) = apn + bok = 1.

L’ensemble des solutions de cette équation est [ {(ap + ck,bg —cn) | c € Z}
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(c) Par équivalence, ona 0’k =1[n] & 3o’ € Z,V'k+a'n =1 3c € Z,b = by — cn.
On effectue alors la division euclidienne de by par n, soit, il existe (¢,7) € Z x [0,n — 1], by =ng+r. En
prenant ¢ = ¢, on obtient 7k = 1[n] et r € [0,n — 1].
De plus, 7 # 0 car sinon, rk = 0.

On vient de montrer | Dexistence de &’ = r € [1,n — 1] tel que b’k = 1[n] J

Soit k € [1,n — 1].L’existence vient de la question précédente: comme b’k = 1[n], alors le reste de la division
euclidienne de b’k par n est 1, donc p(0') = 1.
De plus, on a montré a la question [6] que ¢y, est injective, d’ott 'unicité de I'antécédent s’il existe.

Donc‘ Vke[l,n—1],3k € [l,n—1],pr(k) =1 ’

« Supposons que (k) = 1, alors le reste de la division euclidienne de k% par n est 1, donc n|k? — 1 =
(k—1(k+1).
Or n est un nombre premier qui divise un produit, donc n divise I'un des facteurs.

Sinlk—1, commek—le[[O,n—2]],onak—1:0donc.
Sinon, nlk+ € [2,n], donc k + 1 = n soit .

e On suppose que k =1 ou k =n — 1, alors
>sik=1,onak?=0-n+et0<1<ndonc p(k)=1.
>sik=(Mm—1),onak?=n-(n—2)+1et0<1<ndonc px(k)=1.

Dans tous les cas, | ¢i(k) =1

Soient x,y € [2,n—2]. On a

wi(yY)=1 <<= €z zy=ng+1 <<= ,(z)=1.

Soit k un entier dans [2,n — 2], d’apres la question précédente, ¢k (k) # 1, donc d’apres la question il existe
un unique &’ € [1,n — 1] différent de k tel que i (k') = 1. Donc| kk' =1[n] |

On prend le produit 2...(n — 2). On considére 'entier 2 et son k) # 2 associé, et on les réunit devant. Dans le
produit restant, on prend I'entier 45 suivant, et on le réunit avec "son" kj, # i correspondant (et qui n’est ni 2,
ni k%...). Et ainsi de suite.

Ainsi, le produit s’écrit 2... (n — 2) = kikjkoks ... kpk;,, et on regarde modulo n, pour obtenir

2...(n—2) = kiklkok) ... k!, = 17 = 1[n] ’

@ On multiplie par n—1 et on additionne pour obtenir (n—1)!4+1 = n[n] = 0[n], donc ‘ n divise (n — 1)! 4 1.

EXERCICE 2

@ On applique le théoréme de Bézout qui nous donne directement I'existence de ce couple, si X™ et (1 — X)™ sont

premier entre eux.
Pour vérifier cette derniere assertion, il suffit de voir que ces deux polynémes ont pour seule racine respective 0
et 1, et n’ont donc pas de racine commune.

@ Si (P, Q) est solution alors le couple (P + K - X™, Q@ — L - (1 — X)™) est aussi solution, pour tous polynoémes K

et L.

Par division euclidienne par X™ il existe un polynéme K et un polynéome Py de degré inférieur strictement a n,
tels que P = K - 2™ + Py. De cette maniére, on obtient un couple de solutions (Py, Qp), avec deg Py < n. En
passant aux degrés dans I’équation, on remarque que deg Qy = deg Py < n.

Pour l'unicité, soientt Pi, Py, Q1, Q2 de degrés strictement inférieurs a n tels que (1 — X)"P(X) + X"Q1(X) =
(1 -X)"Py(X) + X"Q2(X). Alors, (1 —X)"(P1—P) = X" (Q2—Q1). Or, X™ et (1 — X)™ sont premiers
entre eux donc le lemme de Gauss entraine que X" divise le polynéme P; — P, de degré strictement inférieur a
n. Ainsi, P; = P; et par suite @1 = Qs.



MPSI 2 - FABERT

@ En substituant 1—X & X dans l'identité précédente, on obtient X" P(1—X)+(1-X)"Q(X) = 1,deg P(1-X) < n

et deg Q(X) < n, donc l'unicité établie a la deuxiéme question donne | Q(X) = P(1 — X)

@ D’apres les questions précédentes, (1 — X)"P(X) = —X"P(1 — X) 4 1 ce qui entraine en dérivant,
1-X)"1(—nPX)+(1-X)P'(X))=X""(-nP(1-X)+ XP'(1-X)).

En utilisant le lemme de Gauss, on obtient que —nP(X) + (1 — X)P’(X) est un multiple de X"~ ! et que son
degré est strictement inférieur a n. Il existe donc A € R tel que (1 — X)P'(X) —nP(X) = AX""L.

@ Replagons P dans I’équation juste obtenue. Pour le terme de degré n — 1, on obtient | (2n — 1)p,—1 = =\

n+k
1

et pour les termes de degré | k€ [0,n — 2], pry1 = pr iy

@ On peut alors remarquer qu’en évaluant 1’expression de ’énoncé en 0 , on obtient que pg = P(0) = 1 puis en
déduire pour tout k € [1,n — 1],

k-1

_ n+j m+k-1! (n+k-1
p’“_HjH_ Hn—1)! ko)

Jj=0

@ On peut montrer par vérification rapide que les solutions du systéme sont les polynémes

{ Po(X 4+ 2)X™ + Qo(X2 + 1)(1 — X)" + X"(1 — X)" . ’

EXERCICE 3

@ On fait une étude de fonction: A’ = 3X2 — 1.

le tableau de variation de A est:

<0 +o00

D’aprés le tableau de variations, A est strictement négative sur] — co, %]
1 e . . . i1 . A ACTS
Sur [ﬁ,—&—oo[, A est continue, strictement croissante, et A(ﬁ) < 0, lim A(x) = +o0o. Par théoreme de

r—+0o0
bijection, il existe un unique a € [%, +oo[ racine de A.

(de plus, A(1) =1 >, donc a < 1.)

@ si a € Q, il existerait deux entiers p € Z,q € N premiers entre eux tels que o = 2. Alors, P —pg® = —¢> p

3

divise le membre de gauche, donc il divise —g* ; or p est premier avec ¢, donc par théoréme de Gauss (appliquée

3 fois), p | —1. donc p = 1.

De méme, p = q(—q? + pq) donc ¢|1. Ainsi, ¢ = 1. Les seules racines rationnelles possibles sont —1 et 1 qui ne
conviennent pas.

Ainsi, .

@ Le polynéme A est de degré 3, sans racine dans Q : il est donc irréductible dans Q[X] ( si on pouvait le factoriser
comme produit de deux polynémes PQ ot deg(P) > 0 et deg(Q) > 0, alors on aurait deg(P) = 1 ou deg(Q) =1,
et P ou @ aurait une racine rationnelle, donc A aussi. contradiction).

Dans R, A a une racine donc on peut le factoriser par X — a: A n’est pas irréductible dans R.
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@ Soit 8 une des deux autres racines. Alors cette autre racine est complexe non réelle, et la troisieme racine est

®

©®

@

donc .

Dans C, le polynome A est scindé, et d’apres les relations coefficients racines:
_ -«

a+p+ =01 =0, donc Re(ﬂ):T !

_ —(—1 1
De méme, a38 = 03 = (1 ) =1, donc | |8]* = = |
a

En posant la division euclidenne de P = X® +2X* — 3X?3 par A = X2 — X — 1, on obtient:

[P= (X2 42X -2)A+3X2 -2 et deg(3X® - 2) < deg(4) =3

EN regardant I’égalité précédente en o : x = 0 + 30 — 2 car fl(a) = 0. Ainsi,

|si B=3X?—2€ Qy[X], z = B(a)]

On pose A; = Q[a] = {B(a) , B € Q[X]}

et Ay ={B(a) , B € Qq[X]}.

e Clairement, As C Ay

e Réciproque. Soit = € A;. Alors : 3B € Q[X],z = B(a).

Jeffectue la division euclidienne de B par A dans Q[X] et je note By € Q[X] le reste:
3Q € Q[X],B = QA+ Bj et deg(By) < 3. En regardant en o qui annule A:

z = B(a) = Bi(a) et deg(B;) < 2 donc = € A,.

CONCLUSION .

Comme « est racine de A, alors a® =a +1

Doncx=a3(a2—|—20z—3)z(a+1)(a2—|—2a—3):a3+3a2—a—3:.

( On aurait aussi pu faire la division euclidienne de X° +2X* — 3X3 par A.

Soit A= X3— X —1let B=X2+2X
A=(X-2)B(X)+3X—-1 Alors3X—-1=A—(X—-2)B

BX)=(G3X+DBX-1D)+I AlosI=B-3)(X+IBX-1)=B-iBX+7)(A—(X-2)B)

1 1
Soit 7=9B + (3X + 7)(X —2)B — (3X + 7)A ou encore: |1 = ?(SX2 +X -5)B— ?(3X +7)A

!

U=
7

1
BX+TNetV = ?(3X2 + X — 5) conviennent.

11 suffit de regarder 1’égalité précédente en « :
A(a)U(a) + B(a)V(a) = 1. Alors:
(@® + a)V(a) = 1. Comme V € Q[X], alors V(a) € Q[a]. Ainsi y est inversible dans Q[a] et son inverse est :

Via)=%(3a2 +a—5).

Soit B € Q[a]\{0}. Alors il existe un polynéme B € Qy[X] tel que 8 = B(a). Comme A est un polyndme
irréductible, et que non(A|B) ( car 0 < deg(B) < 3); alors A et B sont premiers entre eux.

D’apres le théoréme de Bézout, il existe U,V € Q[X] tel que: AU + BV =1.

En regardant en «, on obtient que V()3 =1 et V(a) € Q[a.

Conclusion: tout élément non nul de Q[a] posséde un inverse dans cet ensemble, qui a déja une structure d’anneau

commutatif, donc ’ Q[a] est un corps. ‘
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@ Soit ¢ un automorphisme de ce corps. On a admis: Vr € Q, o(r) = 7.

Il reste & trouver I'image de a pour avoir 'image de tout Q[«].
Or a® —a—1=0. Ainsi

0(0) =0 = p(a® —a—1) = p(a)®? — p(a) — 1. Donc p(a) est une racine de A. De plus, elle est réelle car
¢ : Q[a] = Qla] C R. Or A ne posséde qu’une seule racine réelle, donc p(a) = a.

Ainsi, pour tout polynéme P € Q[X], comme ¢ est un automorphisme,

©o(P(a)) = P(p()) = P(a). Le seul automorphisme du corps Q[a] est I'identité.

EXERCICE 4

@ Solutions constantes. Soit P(X) = ¢ € C. L’équation (x) devient

c=c",

dotec=0ouc=1.

@ Unicité du coefficient dominant. Soit P € & de degré d et de coefficient dominant a # 0. Le terme dominant
de P(X?) est aX?? celui de P(X + a)P(X +b) est a2X??. On obtient a = o2, donc a = 1.

@ Cas a =b.

@ En comparant le nombre de racines distinctes de P(X?) et de P(X + a)?, on montre que toute racine de P
est nulle.

@ On en déduit que P(X) = X™. L’équation impose alors a = 0. Ainsi :

%] sinon.

éa:{{X”|n21} sia=0,

@ Unicité a degré fixé.

(a) Un calcul direct donne D(X?) = R(X) et deg R = deg P + deg D.

@ En comparant les degrés, on obtient deg D = deg P, ce qui impose D = 0. Donc P = Q.
@ Si a,b € R, alors P est aussi solution. Par unicité a degré fixé, P = P, donc P € R[X].
@ Casa=0,b=—-1.

@ Par itération, a?" est racine pour tout n.

@ Cela impose a = 0 ou |a| = 1.

(c) Le cas a = 0 est impossible.

@ On obtient alors |a + 1| = 1.

@ Les seules solutions sont les racines de X2 4+ X + 1, donc

P=(X*+X+1™

@ Ainsi

E={(X*+X+1)"|n>1}
@ La stabilité par produit découle directement de 1’équation (x).
Résultat classique de factorisation de A™ — B™.

@ Si P™ € & et P est unitaire, alors P € &.

@ Les degrés étant des entiers, il existe un unique élément de degré minimal dans &, noté M.
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@ Tout P € & vérifie Pt = M*, d'ot P = M™.

‘5’:{M"|nEN*}‘




