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Correction	DS	8	du	18	mars	2026	
_________________________________________________		Algèbre	linéaire		__________________________________________________	
	
Exercice	1	
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Exercice	2	

1) Voir	la	démonstration	du	cours	«	Applications	linéaires	»	proposition	14	page	13.	
2) a)		

𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ⟺
𝑥 ∈ 𝐼𝑚 𝑓
𝑔 𝑥 = 0 ⟺

𝑥 ∈ 𝐼𝑚 𝑓
𝑔 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 .	

														
															b)	Comparons	𝑟𝑔(𝑔 ∘ 𝑓)	et	𝑟𝑔 𝑔 .	
																							Par	définition,	

𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑑𝑖𝑚 𝑔 𝑓(𝐸 = 𝑑𝑖𝑚𝑔 𝐼𝑚(𝑓) = 𝑟𝑔 𝑔 .	
																							D’après	le	théorème	du	rang,	

dim 𝐼𝑚 𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟 𝑔 + 𝑟𝑔 𝑔 	
																							D’après	ce	qui	précède,		

dim 𝐼𝑚 𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 + 𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 	
																							D’où	
	

𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑟𝑔 𝑓 − 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 .	
	
																			c)	𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 ⊂ ker (𝑔)⟹ 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑔)	
																								D’après	le	théorème	du	rang,	

𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝐹 − 𝑟𝑔 𝑔 	
																								Or	on	sait	que	𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑟𝑔 𝑓 − 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 𝑔 ∩ 𝐼𝑚 𝑓 ,	alors	
	
	 𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 − 𝑟𝑔 𝑓 ≥ −𝑑𝑖𝑚𝐹 + 𝑟𝑔 𝑔 	
	

                       𝑟𝑔 𝑔 ∘ 𝑓 ≥ 𝑟𝑔 𝑓 + 𝑟𝑔(𝑔) − dim (𝐹). 
3) Comme 𝑢 ∈ ℒ 𝐸 , alors 

𝑟𝑔 𝑢! ≥ 𝑟𝑔 𝑢 + 𝑟𝑔(𝑢) − dim (𝐸) 
                 or 𝑢! = 𝑢 ∘ 𝑢 = 0 donc 𝑟𝑔 𝑢! = 0, ainsi 
 

0 ≥ 𝑟𝑔 𝑢 + 𝑟𝑔 𝑢 − dim 𝐸 ⟺ 𝑟𝑔 𝑢 ≤
dim 𝐸

2
.	

	
4) Si	𝑔 ∘ 𝑓est	un	isomorphisme	entre	E	et	G,	alors	f		est	injective	(	voir	preuve	proposition	12	du	

cours	«	Applications	linéaires	»	page	11).	
	

5) Supposons	qu’il	existe	des	matrices	𝐴 ∈ℳ!,! 𝕂  et 𝐵 ∈ℳ!,! 𝕂 	telles	que	𝐴𝐵 = 𝐼!.	
	

On	en	déduit	que	𝑟𝑔 𝐴𝐵 = 3.	
Or		
𝐴 ∈ℳ!,! 𝕂 ⟹ 𝑟𝑔 𝐴 ≤ 2	et	𝐵 ∈ℳ!,! 𝕂 ⟹ 𝑟𝑔(𝐵) ≤ 3.	
D’après	la	première	question,	on	sait	que	

𝑟𝑔(𝐴𝐵) ≤ 𝑚𝑖𝑛 𝑟𝑔 𝐴 , 𝑟𝑔(𝐵) 	
																Donc	3 ≤ 2.	Absurde.	

Il n’existe pas de matrices 𝐴 ∈ℳ!,! 𝕂  et 𝐵 ∈ℳ!,! 𝕂  telles que 𝐴𝐵 = 𝐼!, où 𝐼! désigne la 
matrice identité d’ordre 3. 
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________________________________________________		Analyse	asymptotique	__________________________________________________	
	
Exercice	3	 	 	

	
1.	Comme	ℝ,	le	domaine	de	définition	de	la	fonction	g	est	centré	en	0,	alors	pour	tout	réel	𝑥,	on	a		

𝑔 −𝑥 =
arctan −𝑥
1 + −𝑥 ! = −

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)
1 + 𝑥!

= −𝑔(𝑥)  

car	la	fonction	arctan	est	impaire	sur	ℝ	
Donc	g	est	impaire	sur	ℝ.	
	
2.	Les	fonctions	g	et	g’	sont	indéfiniment	dérivables	sur	ℝ	comme	quotient	donc	on	peut		
					leur	appliquer	le	théorème	de	Taylor-Young	à	tout	ordre	en	0.	Par	ailleurs,	g	étant				
					impaire	sur	ℝ,	la	partie	régulière	de	son	développement	limité	sera	impaire	et	g’	étant		
					elle	paire	sur	ℝ,	alors	sa	partie	régulière	sera	paire.	
					De	plus,	on	sait	grâce	à	Taylor	Young	que	

∀𝑘 ∈ ℕ,   𝑎! =
𝑔 !!!! 0
2𝑘 + 1 !

  𝑒𝑡 𝑏! =
𝑔 !!!! 0

2𝑘 !
	

						Puisque	 𝑔(!!)
!
= 𝑔(!!!!).	

3.	a)	Comme	

∀𝑘 ∈ ℕ,   𝑎! =
𝑔 !!!! 0
2𝑘 + 1 !

  𝑒𝑡 𝑏! =
𝑔 !!!! 0

2𝑘 !
	

					Alors	
	 ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑏! = (2𝑘 + 1)𝑎! .	
	
						b)	arctan 𝑥 ~!𝑥	et	1 + 𝑥!~!1	alors	g 𝑥 ~!𝑥.	
 
c)  Comme 𝑔 𝑥 ~!𝑥 alors au voisinage de 0, 𝑔 𝑥 = 𝑥 + 𝑜 𝑥 . Par unicité du DL1(0), on a 𝑎! = 0. 
 

4. ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔! 𝑥 =
!

!!!!
× !!!! !! !"#$!% !

!!!! ! = !!! !"#$!% !
!!!! !  

 

      1 + 𝑥! 𝑔! 𝑥 + 2𝑥𝑔 𝑥 = 1 + 𝑥!
1 − 2𝑥 arctan 𝑥

1 + 𝑥! ! + 2𝑥
arctan (𝑥)
1 + 𝑥!

    

                                                        =
1 − 2 𝑥arctan 𝑥 + 2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥

1 + 𝑥!
=

1
1 + 𝑥!

.  

     La fonction 𝑔 vérifie bien l’équation (E). 
 
5. Au voisinage de 0, on a : 
En troquant le développement limité de g à l’ordre 2𝑛 − 1. 
 

𝑔 𝑥 = 𝑎!𝑥!!!!
!!!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!!! = 𝑎!!!𝑥!!!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!!! . 

D’où 

𝑥𝑔 𝑥 = 𝑥 𝑎!!!𝑥!!!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!!! = 𝑎!!!𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!! . 

 
En troquant le développement limité de 𝑔’ à l’ordre 2𝑛 − 2. 

𝑔′(𝑥) = 𝑏!𝑥!!
!!!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!!!  

alors 

𝑥!𝑔′(𝑥) = 𝑏!!!𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!  

1 + 𝑥! 𝑔! 𝑥 + 2𝑥𝑔 𝑥 = 𝑏! + (𝑏! + 𝑏!!! + 2𝑎!!!)𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!  

1 + 𝑥! 𝑔! 𝑥 + 2𝑥𝑔 𝑥 = 1 + (2𝑘 + 1)(𝑎! + 𝑎!!!)𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!! . 
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6. Soit 𝑛 ∈ ℕ.  On a au voisinage de 0 

1 + 𝑥! 𝑔! 𝑥 + 2𝑥𝑔 𝑥 = 1 + (2𝑘 + 1)(𝑎! + 𝑎!!!)𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!!  

mais on sait aussi que pour tout réel 𝑥, 
 

1 + 𝑥! 𝑔! 𝑥 + 2𝑥𝑔 𝑥 =
1

1 + 𝑥!
. 

On sait aussi qu’au voisinage de 0, 
 

1
1 + 𝑥!

= 1 + (−1)!𝑥!!
!

!!!

+ 𝑜 𝑥!! . 

Par unicité du développement limité à l’ordre 2𝑛, 
∀𝑘 ∈ 1; 𝑛 , (2𝑘 + 1)(𝑎! + 𝑎!!!) = −1 ! .   

L’entier 𝑛 étant quelconque, alors 
∀𝑘 ∈ ℕ∗,  (2𝑘 + 1)(𝑎! + 𝑎!!!) = −1 ! 

d’où 

∀𝑘 ∈ ℕ∗, −1 !𝑎! = −1 !!!𝑎!!! +
1

2𝑘 + 1
. 

 
 −1 !𝑎! = −1 !𝑎! +

1
2×1 + 1

 

−1 !𝑎! = −1 !𝑎! +
1

2×2 + 1
 

       −1 !𝑎! = −1 !𝑎!!! +
1

2×3 + 1
 

⋮ 

       −1 !𝑎! = −1 !!!𝑎!!! +
1

2𝑘 + 1
 

 
En sommant 

𝑎! = −1 ! 1
2𝑖 + 1

!

!!!

 

7. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, au voisinage de 0 
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑃! 𝑥 + 𝑜 𝑥!!!!  et 
1

1 + 𝑥!
= 𝑄!(𝑥) + 𝑜(𝑥!!!!) 

avec 

𝑃! =
(−1)!

2𝑘 + 1
𝑋!!!!

!

!!!

  𝑒𝑡 𝑄! = (−1)!𝑋!!
!

!!!

 

 
(on	a	𝑃!! = 𝑄!).	Notons	𝑅!	la	partie	régulière	du	développement	limité	à	l’ordre	2𝑛 + 1	de	𝑔	en	0.	
	Le	polynôme	𝑅!		est	obtenu	en	ne	conservant	dans	le	produit	𝑃!×𝑄!	que	les	termes	de	degrés	≤	2𝑛 + 1.	
On	a	donc	

𝑅! = 𝑎!𝑋!!!!
!

!!!

 

avec 

𝑎! =
(−1)!

2𝑖 + 1
(−1)!!!

!

!!!

= −1 ! 1
2𝑖 + 1

!

!!!

. 

 
Exercice	4	

1. Soit	la	fonction	𝑔	définie	sur	 0;+∞ 	par	𝑔(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑥) − 𝑥.	Elle	est	dérivable	sur	ℝ∗+,	de	
dérivée	𝑔′(𝑥) = 1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ! 𝑥 − 1 = −𝑡𝑎𝑛ℎ!(𝑥) < 0.	
La	fonction	𝑔	est	donc	strictement	décroissante	sur	 0;+∞ 	et	puisque	𝑔 (0) = 0,	on	en	déduit	
que	𝑔 (𝑥) < 0 pour	tout 𝑥 > 0.	
	

2. Un	calcul	direct	prouve	que 𝑓′ (𝑥) = 𝑡𝑎𝑛ℎ !
!
− !

!
𝑐𝑜𝑠ℎ !

!
.	

Comme	cosh	est	strictement	positive	sur	ℝ,	on	trouve	d'après	la	question	précédente	que	𝑓	est	
strictement	décroissante	sur	ℝ∗+.		
Calculons	ses	limites	en	0	et	en	+∞.	
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• en	0	:	on	pose	𝑢 = !
!
,	et	on	a	

𝑥𝑠𝑖𝑛 ℎ
1
𝑥

=
sinh 𝑢
𝑢

=
𝑒! − 𝑒!!

2𝑢
=
1
2
𝑒!

𝑢
−
𝑒!!

𝑢
.	

	
																															Or,	lim!→!!

!!

!
= +∞ par	croissances	comparées,	et	lim!→!!

!!!

!
= 0 .		

																															Finalement,	on	trouve	que	lim!→! 𝑓(𝑥) = +∞ .	
	

• en	+∞	:	on	pose	encore	𝑢 = !
!
 ,	de	sorte	que	

𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥) =
sinh 𝑢
𝑢

∼!
𝑢
𝑢
= 1 

																																	Ainsi,	lim!→!! 𝑓(𝑥) = 1.	
	

3. C'est	du	cours,	en	utilisant	le	DL	à	l'ordre	3	de	sinh 𝑢 :	
sinh 𝑢
𝑢

= 1 +
𝑢!

6
+ 𝑜 (𝑢!).	

4. On	pose	𝑢 = !
!

 (c’est	légitime	car	!
!
		tend	vers	0	quand	𝑥	tend	vers	+∞)	

D’après	le	résultat	de	la	question	précédente.	Donc,	au	voisinage	de	+∞,	on	a	
	

𝑓 (𝑥) =
sinh 𝑢
𝑢

= 1 +
𝑢!

6
+ 𝑜 (𝑢!) = 1 +

1
6𝑥!

+ 𝑜 
1
𝑥!

.	
 

5. La	fonction	𝑓	est	continue	et	strictement	décroissante	sur	]0,+∞[.	C'est	donc	une	bijection	
de	]0,+∞[	sur	] lim!→!! 𝑓(𝑥) ; lim!→! 𝑓(𝑥) = +∞  = 1;+∞[.		
Comme	!!!

!
 ∈]1,+∞[,	on	a	bien	l'existence	d'un	unique	𝑢! > 0	tel	que	𝑓 (𝑢!) =

!!!
!
.	

	
6. a)	On	sait	que,	pour	tout	𝑛 ≥ 1,	on	a	

𝑛 + 1
𝑛

−
𝑛 + 2
𝑛 + 1

=
𝑛! + 2𝑛 + 1 − 𝑛! − 2𝑛

𝑛 𝑛 + 1
=

1
𝑛(𝑛 + 1)

≥ 0	

⟺
𝑛 + 1
𝑛

≥
𝑛 + 2
𝑛 + 1

⟺ 𝑓 𝑢!  ≥ 𝑓 𝑢!!! ⟺ 𝑢! ≤ 𝑢!!! 	

𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ!
∗  	

	
																				b)	la	suite	(𝑢!) étant	croissante,	ou	bien	elle	tend	vers	+∞,	ou	bien	elle	est	majorée.	
																									Si	elle	est	majorée	disons	par	𝑀,	alors	on	a,	puisque	𝑓	est	décroissante,	pour	tout	𝑛 ∈ ℕ,			

𝑛 + 1
𝑛

= 𝑓 (𝑢!) ≥ 𝑓 (𝑀).	
	

																										Passons	à	la	limite	:	on	obtient	1 ≥ 𝑓 (𝑀).	Mais	𝑓 (𝑀) > 1	et	on	a	donc	une	contradiction.		
	
																										Ainsi,	 𝑢!  ne	peut	pas	être	majorée,	et	elle	tend	donc	vers	+∞.	
	
																				c)	Puisque	𝑢!	tend	vers	+∞,	il	est	légitime	d'introduire	𝑢!	dans	l'expression	du	développement		
																									asymptotique	de	𝑓	trouvé	à	la	question	4.	On	a	donc	:	

𝑓 𝑢! = 1 +
1

6𝑢!!
+ o

1
𝑢!!

	

																									Or		

𝑓 𝑢! =
𝑛 + 1
𝑛

	
																									donc	

𝑛 + 1
𝑛

= 1 +
1

6𝑢!!
+ o

1
𝑢!!

	

⟺
1
𝑛
=

1
6𝑢!!

+ o
1
𝑢!!

	

																									Par	conséquent	
1

6𝑢!!
~
1
𝑛
.	

																									On	en	déduit	que		

lim
!→!!

6𝑢!!

𝑛
= 1	
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																			Sachant	que	la	fonction	racine	carrée	est	continue	en	1,	alors	

lim
!→!!

6𝑢!
𝑛

= 1	

																			Finalement	

𝑢!~
𝑛
6

 

7. a)	Poussons	le	DL	en	0	à	l’ordre	4	de	la	fonction	f 

𝑓 𝑢! = 1 +
1

6𝑢!!
+

1
120𝑢!!

+ o
1
𝑢!!

	

																					or		

𝑓 𝑢! =
𝑛 + 1
𝑛

	
																				donc	

𝑛 + 1
𝑛

= 1 +
1

6𝑢!!
+

1
120𝑢!!

+ o
1
𝑢!!

	

⟺
1
𝑛
=

1
6𝑢!!

+
1

120𝑢!!
+ o

1
𝑢!!

            (∗)  	

	

                    Comme 𝑢!~
!
!

 alors 𝑢!!~
!!

!"
 donc !

!!!
~ !"
!!

. Alors d’une part 
1
𝑢!!

=
36
𝑛!
+ 𝑜 

1
𝑛!

 

                     et d’autre part, 𝑜 !
!!!

= 𝑜 !
!!

. 
                     Finalement (∗) devient, 

1
𝑛
=

1
6𝑢!!

+
36

120𝑛!
+ 𝑜 

1
𝑛!

 

⟺
1
6𝑢!!

=
1
𝑛
−

3
10𝑛!

+ 𝑜
1
𝑛!

. 

 

b) 𝑢!! =
!
!

!
!
− !

!"!!
+ 𝑜 !

!!

!!
= !

!
1 − !

!"!
+ 𝑜 !

!

!!
 

 
On sait qu’au voisinage de 0,  1 + 𝑢 !! = 1 − 𝑢 + 𝑜 𝑢  
Or lim!→!!−

!
!"!

+ 𝑜 !
!
= 0, alors 

𝑢!! =
𝑛
6

1 − −
3
10𝑛

+ 𝑜
1
𝑛

=
𝑛
6
+
1
20

+ 𝑜(1) 

𝑢! =
𝑛
6
+
1
20

+ 𝑜(1) =
𝑛
6

1 +
3
10𝑛

+ 𝑜
1
𝑛

 

On sait qu’au voisinage de 0,  1 + 𝑢
!
! = 1 + !

!
𝑢 + 𝑜 𝑢  

Or lim!→!!
!
!"!

+ 𝑜 !
!
= 0, alors 

 

𝑢! =
𝑛
6

1 +
3
10𝑛

+ 𝑜
1
𝑛

=
𝑛
6

1 +
3
20𝑛

+ 𝑜
1
𝑛

=
𝑛
6
+

3
20 6

×
1
𝑛
+ 𝑜

1
𝑛
. 

 
	


