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DS
du 26/3/2025

Tout appareil connecté est interdit. Calculatrices interdites.

Correction

Algèbre linéaire

Soit f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (2x + y − z, x + y) .
Matrice de f dans les bases canoniques :

(
2 1 −1
1 1 0

)

Base du noyau de f : {(1, −1, 1)} Base de l’image de f : {(1, 0), (0, 1)}

On considère l’endomorphisme s : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (−x − 4y − 2z, 4x + 9y + 4z, −8x − 16y − 7z) .
Expliquer comment montrer que s est une symétrie (ne pas faire les calculs explicitement) et donner ses espaces car-
actéristiques.

On montre que s2(x, y, z) = (x, y, z), pour tout (x, y, z) ∈ R3.
s est alors une symétrie, en particulier par rapport à ker(s − Id) parallèlement à ker(s + Id), où

ker(s + Id) = Vect{(1, −2, 4)} et ker(s − Id) = Vect{(−2, 1, 0), (−1, 0, 1)} .

Soit l’endomorphisme φ : P 7→ (X − 1)P ′(X) + P (X + 1) de R4[X].

Matrice de φ dans les bases canoniques :


1 0 1 1 1
0 2 0 3 4
0 0 3 0 6
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

 Rang de φ : 5

Base du noyau de φ : ∅ Base de l’image de f : {1, X, X2, X3, X4}

Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E) tel que f2 − 3f + 2Id = 0.
Montrer que f est un isomorphisme, puis que F := ker(f − Id) et G := ker(f − 2Id) sont supplémentaires dans E.
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On pourra utiliser le fait que x = (f(x) − x) − (f(x) − 2x), pour tout x ∈ E.

L’équation de l’énoncé se réécrit f ◦ (f − 3Id) = (f − 3Id) ◦ f = 2Id.

Donc f est un isomorphisme et f−1 = 1
2 (f − 3Id) .

Soit x ∈ ker(f − Id) ∩ ker(f − 2Id). Par définition, on a f(x) = x = 2x, d’où x = 0E .
De plus, pour tout x ∈ E, x = (f(x) − x) − (f(x) − 2x),
et on voit que f(x) − x ∈ ker(f − 2Id) et f(x) − 2x ∈ ker(f − Id).
Les deux espaces sont donc supplémentaires.

Intégration
Donner un équivalent simples des expressions suivantes

n∑
k=1

k − n

k3 + n3 ∼
n→+∞

− 2
3n

ln 2
n∑

k=1
k sin

(
kπ

2n

)
∼

n→+∞
4n2

π2

Calculer les limites suivantes, en utilisant une majoration ou une minoration grossière d’une partie des intégrandes.

lim
n→+∞

∫ 1

0
xn ln(1+x)dx = 0 lim

x→+∞

∫ 2x

x

t dt

ln(t) = +∞ lim
x→0

∫ x2

x

et cos(t) dt

t
= +∞

Donner une expression simple des primitives suivantes.

∫
x + 1
x2 + 1 dx = 1

2 ln(x2 + 1) + arctan(x) + C

∫
cos(2 ln(t)) dt+C

t

5 (cos (2 ln t) + 2 sin(2 ln t))

Calculer les intégrales suivantes.

∫ 1

−1
t2

√
1 − t2 dt π/8

∫ π/6

0

dt

cos(t)
ln 3
2
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Exercice 1: Transformée de Cesàro

Partie A - Exemples

1 Par définition, f∗(0) = 0. En procédant par intégration par parties, on obtient

∀x > 0, f∗(x) = arctan x − 1
2x ln

(
1 + x2)

.

Comme ln
(
1 + x2)

= 2 ln x + ln
(
1 + 1

x2

)
=

=
+∞ o(x), on en déduit que f(x) −→

x→+∞
π
2 et f∗(x) −→

x→+∞
π
2 .

2 On a, pour tout x > 0,
∫ x

0
t sin(t2) dt = 1

2x

∫ x

0
sin u du = 1 − cos(x)

2x
−−−−−→
x→+∞

0 .

3 a f
(

π
2 + 2nπ

)
=

√
π
2 + 2nπ → +∞ donc la fonction f n’est pas bornée sur R+.

b Commençons par trouver une expression plus maniable de f∗ en utilisant la relation de Chasles en 1 et une
intégration par parties (en dérivant la racine).

f∗(x) = 1
x

(∫ 1

0
f(t)dt + [

√
t(− cos t)]x1 −

∫ x

1

1
2
√

t
(− cos t)dt

)
D’une part, limx→∞

1
x

(∫ 1
0 f(t)dt + [

√
t(− cos t)]x1

)
= 0 (produit d’un terme de limite nulle et d’un terme

borné). D’autre part,

0 ≤
∣∣∣∣ 1
x

∫ x

1

1
2
√

t
(− cos t)dt

∣∣∣∣ ≤ 1
x

∫ x

1

1
2
√

t
dt =

√
x −

√
1

x

et ce dernier terme tend vers 0 . Par encadrement, f∗ tend vers 0 quand x tend vers +∞.

Partie B - Propriétés de f∗

4 Comme f est une fonction continue sur R+, elle admet une primitive F d’après le théorème fondamental de
l’analyse. On a a alors, par taux d’accroisseement,

f∗(x) = 1
x

∫ x

0
f(t)dt = F (x) − F (0)

x
−−−−−→
x→+∞

f(0) .

ce qui montre la continuité de f en 0.

5 Soit ε > 0. Comme lim
x→+∞

f(x) = ℓ, il existe A > 0 tel que

∀x ≥ A, |f(x) − ℓ| ≤ ε.

Ainsi, pour tout x ≥ A,

|f∗(x) − ℓ| = 1
x

∣∣∣∣∫ x

0
(f(t) − ℓ)dt

∣∣∣∣
≤ 1

x

∫ A

0
|f(t) − ℓ|dt + 1

x

∫ x

A

|f(t) − ℓ|dt

≤ 1
x

∫ A

0
|f(t) − ℓ|dt + ε

Or, lim
x→+∞

1
x

∫ A

0
|f(t) − ℓ|dt = 0 donc il existe B > 0 tel que

∀x ≥ B,
1
x

∫ A

0
|f(t) − ℓ|dt ≤ ε.

Par conséquent, pour tout x ≥ max(A, B), |f∗(x) − ℓ| ≤ 2ε et donc lim
x→+∞

f∗(x) = ℓ.
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6 L’hypothèse de l’énoncé se traduit par lim
x→+∞

f(x) − αx − β = 0. On utilise alors la question précédente avec la
fonction g : x 7→ f(x)−αx−β. On obtient que lim

x→+∞
g∗(x) = 0. Or, pour tout x ∈ R∗, g∗(x) = f∗(x)− α

2 x−β.
En conclusion, la courbe représentative de la fonction f∗ admet l’asymptote d’équation y = α

2 x + β au voisinage
de +∞.

7 Notons Pn la partie régulière du développement limité de f à l’ordre n en 0.

Alors, par primitivation des DLs,
∫ x

0
f(t)dt admet un développement limité à l’ordre n+1 en 0 de partie régulière∫ x

0
Pn(t)dt. Ainsi, f∗ admet un développement limité à l’ordre n en 0 de partie régulière 1

x

∫ x

0
Pn(t)dt = P ∗

n(x).

8 a Le changement de variables t = xu donne, pour tout x > 0, f∗(x) =
∫ 1

0
f(xu)du .

b Ainsi, pour tous x, x′ ∈ R∗, tels que x ≥ x′, f∗(x) − f∗ (x′) =
∫ 1

0
(f(xu) − f (x′u)) du .

Si f est croissante, alors le second membre de l’identité précédente est positif, comme intégrale d’une
fonction positive), donc f∗ est croissante. La même preuve conclut sur le cas f décroissante.

9 a On a, pour tout x ∈ R∗,

f∗(x) = 1
x

⌊ x
T ⌋−1∑
k=0

∫ (k+1)T

kT

f(t)dt +
∫ x

⌊ x
T ⌋T

f(t)dt


= 1

x

⌊ x
T ⌋−1∑
k=0

∫ T

0
f(t + kT )dt +

∫ x

⌊ x
T ⌋T

f(t)dt


= 1

x

⌊ x

T

⌋ ∫ T

0
f(t)dt + 1

x

∫ x

⌊ x
T ⌋T

f(t)dt.

b De plus,

∣∣∣∣∣ 1
x

∫ x

[ x
T ]T

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1
x

∫ T

0
|f(t)|dt donc, par encadrement, 1

x

∫ x

[ x
T ]T

f(t)dt −→
x→+∞

0.

On obtient donc

f∗(x) −→
x→+∞

1
T

∫ T

0
f(t)dt.

Partie C - Inégalité de Hardy

10 On a, pour tout x > 0, x (f∗)2 (x) = 1
x

(∫ x

0
f(t)dt

)2
−−−→
x→0

0, donc cette fonction est prolongeable par

continuité en 0.
De même, le taux d’accroissement tend vers (f)2 (0).

11 La fonction x 7→ x (f∗)2 (x) est dérivable sur R∗
+ et sa dérivée est x 7→ 2f(x)f∗(x) − (f∗)2 (x).

12 On a, pour tout x > 0,
∫ x

0

(
4f2(t) − (f∗)2 (t)

)
dt =

∫ x

0
(2f(t) − f∗(t))2 dt + 2

∫ x

0
2f(t)f∗(t) − (f∗)2 (t)dt

=
∫ x

0
(2f(t) − f∗(t))2 dt + 2

[
t (f∗)2 (t)

]x

0

=
∫ x

0
(2f(t) − f∗(t))2 dt + 2x (f∗)2 (x) ≥ 0

d’où le résultat.

Exercice 2

Partie A - Cas où P est constant
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1 Soit u ∈ E
(0)
a . On a b = u1 − au0; donc, pour une suite donnée, il n’existe qu’un seul b.

2 a Les éléments de E
(0)
1 vérifient par définition un+1 = un + bu pour tout n. Ce sont donc les suites arithmé-

tiques de raison bu et on connait leur expression pour tout n.

E
(0)
1 =

{
u ∈ RN | ∃b ∈ R, ∀n ∈ N, un = nb + u0

}
b Les éléments de E

(0)
0 vérifient par définition un+1 = bu pour tout n. Ce sont donc les suites constantes à

partir du rang 1 .

3 E
(0)
a ⊂ RN est stable par addition et par multiplication par tout réel, c’est donc un sous-espace vectoriel de

l’espace vectoriel des suites réelles RN.
Ainsi E

(0)
a est un espace vectoriel.

4 La suite constante égale à 1 est dans E
(0)
a puisque b = 1 − a convient. Il en va de même pour (yn) car, pour tout

n, yn+1 = ayn et on s’aperçoit que b = 0 convient.
Montrons maintenant que (x, y) est libre. Soit (λ, µ) ∈ R2 vérifiant λx + µy = 0. En particularisant l’égalité
précédente pour n = 0 et n = 1, on obtient le système linéaire suivant{

λ + µ = 0
λ + aµ = 0

qui est de Cramer puisque son déterminant vaut a − 1 ̸= 0 par hypothèse. Il admet donc comme seule solution
(λ, µ) = (0, 0). La famille (x, y) est donc libre.
En conclusion

(x, y) est libre ; bx = 1 − a et by = 0

5 Soit u ∈ E
(0)
a .

a D’après les définitions de x et y, on cherche donc à résoudre le système suivant{
λ + µ = u0
λ + aµ = u1

dont on a vu à la question précédente qu’il est de Cramer ; donc

(λ, µ) existe et est unique.

b Effectuons une récurrence afin de montrer que la proposition

P(n) : un = λxn + µyn

est vraie pour tout n ∈ N.
P(0) est vraie d’après la question précédente et P(1) aussi. −P(n) =⇒ P(n + 1) : supposons la propriété
P vraie au rang n. Alors, d’après la définition de u ∈ E

(0)
a , on a

un+1 = aun + bu

= a (λxn + µyn) + (λbx + µby)
= λ (axn + bx) + µ (ayn + by)

un+1 = λxn+1 + µyn+1

ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P(n) est vraie pour tout n ∈ N et, par suite,

u = λx + µy

c La question 5 dans son ensemble nous a donc permis de voir que la famille (x, y) est génératrice. Comme,
par ailleurs, on sait aussi qu’elle est libre, voir 4 , on peut finalement déduire de tout ceci que

(x, y) est une base de E
(0)
a
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6 (x, y) ayant deux éléments,

E(0)
a est de dimension 2.

Par ailleurs, la question précédente nous permet de dire

E(0)
a =

{
u ∈ RN | ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀n ∈ N, un = λ + µan

}
Partie B - Cas où a ̸= 1

7 Soit u ∈ E
(p)
a et considérons deux polynômes Q et R de degré inférieur ou égal à p vérifiant

∀n ∈ N un+1 = aun + Q(n) = aun + R(n)

On a donc pour tout n ∈ N, R(n) = Q(n). Par conséquent, le polynôme R − Q, qui a une infinité de racines, est
nul, si bien que R = Q. On a donc démontré l’unicité de P , ce qui justifie la notation Pu.

8 E
(p)
a ⊂ RN est stable par addition et par multiplication par tout scalaire de façon immédiate, c’est donc un

sous-espace vectoriel de RN.

9 On a pour tout n et pour tout (u, v, λ) ∈ Ea(p)2 × R,

un+1 = aun + Pu(n)
vn+1 = avn + Pv(n)

d’où
(u + v)n+1 = a(u + v)n + (Pu + Pv) (n)

Par suite
(λu)n+1 = a(λu)n + (λPu) (n)

et donc
θ(u + v) = θ(u) + θ(v)

D’où
θ(λu) = λθ(u)

Enfin θ est linéaire.

10 Soit u ∈ Ker θ. Alors, pour tout entier n, on a un+1 = aun. Donc u est une suite géométrique de raison a.
Réciproquement, toute suite géométrique de raison a est évidemment dans le noyau. On en conclut

Ker θ =
{

u ∈ RN | ∃λ ∈ R, ∀n ∈ N, un = λan
}

Notons que cet espace est de dimension 1 puisque la famille à un élément constituée de la suite (an) en est une
base.

11 a Le terme de degré k a pour coefficient 1 − a, qui est non nul par hypothèse sur a. Comme c’est le plus haut
degré qu’on puisse obtenir en développant Qk, on en déduit

deg Qk = k

b D’après la question précédente, chaque Qk est de degré k; (Q0, . . . , Qp) est donc une famille de polynômes
à degrés échelonnés. D’après le cours, c’est donc une famille libre. Comme elle contient p + 1 éléments et
que c’est précisément la dimension de Rp[X], elle en est donc une base.

12 a On cherche une suite (un) vérifiant pour tout n

un+1 = aun +
[
(n + 1)k − ank

]
un+1 − (n + 1)k = a

(
un − nk

)
La suite (nk) convient donc tout à fait puisque, dans ce cas, les deux membres de l’égalité à vérifier sont
égaux à zéro pour tout n.

θ
((

nk
))

= Qk

6
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b D’après la question précédente, (Q0, . . . , Qp) est dans l’image de θ; or, d’après la question 5.b , c’est une
base de Rp[X], donc

Rp[X] = Vect (Q0, . . . , Qp) ⊂ Im θ

Par conséquent θ est surjective.

13 La question précédente nous a donné l’image de θ et la question 4 son noyau. Il ne reste maintenant plus qu’à
écrire le théorème du rang pour obtenir

dim E(p)
a = rg θ + dim Ker θ = (p + 1) + 1 = p + 2

dim E(p)
a = p + 2

14 D’après la question II.6.a,
(
x(0), . . . , x(p) ) (notons qu’avec les notations de l’énoncé on a x(0) = x

)
est l’image

réciproque de la famille (Q0, . . . , Qp) par l’application linéaire θ; elle est donc une famille libre en tant qu’image
réciproque d’une famille libre. Le vecteur y engendrant le noyau de θ (comme on l’a vu à la question II.4), si on
avait

∃ (λ0, . . . , λp) y =
k=p∑
k=0

λkx(k)

alors, en prenant l’image de cette relation par θ, on aurait

k=p∑
k=0

λkQk = 0

si bien que d’après la liberté de (Q0, . . . , Qp), il viendrait (λ0, . . . , λp) = 0 et par suite y = 0, ce qui n’est pas le
cas. Ainsi, y /∈ Vect

(
x(0), . . . , x(p)) et donc la famille

(
x(0), . . . , x(p), y

)
est libre. Comme, par ailleurs, elle est

de cardinal p + 2, c’est-à-dire précisément la dimension de E
(p)
a d’après la question 7 , on en conclut qu’elle est

maximale, autrement dit (
x(0), . . . , x(p), y

)
est une base de E(p)

a

15 u est dans E
(1)
2 et d’après ce qui précède, ((1), (n), (2n)) en est une base. Donc il existe (a, b, c) ∈ R3, unique,

vérifiant pour tout n ∈ N, un = a2n + b + cn. Appliquée pour n = 0, 1, 2, cette relation fournit le système
a + b = −2

2a + b + c = 1
4a + b + 2c = 5

dont on voit facilement que (1, −3, 2) est la solution. Ainsi

∀n ∈ N un = 2n − 3 + 2n

Partie C - Cas où a = 1

16 Tout d’abord, les résultats des questions II. 1 à II. 4 sont inchangés. Pour la question II. 4 plus précisément, le
noyau de θ est maintenant constitué des suites constantes (qui sont des suites géométriques de raison 1 ), c’est-à-
dire Rx pour reprendre les notations de la première partie. Concernant la question II.5, les polynômes Qk sont à
présent de degré k−1 puisque le coefficient de Xk s’annule mais que celui de Xk−1 vaut Ck−1

k = k ̸= 0 pour k ̸= 0.
En particulier, on a maintenant Q0 = 0, si bien que (Q0, . . . , Qp) n’est plus une base de Rp[X] (elle contient 0 ).
Pour avoir une famille de polynômes à degrés échelonnés, il suffit toutefois de prendre Q = (Q1, . . . , Qp+1); c’est
là la seule véritable différence avec la partie précédente. Q est encore une fois une base de Rp[X] et est encore
dans l’image de θ qui est donc encore surjective (Q = θ(X ) où X =

(
x(1), . . . , x(p+1)))

. Ainsi, dim E
(p)
1 = p + 2

une fois de plus. Et enfin, pour les mêmes raisons que dans la partie précédente, x ∪ X , qui est la réunion d’une
base Ker θ et de l’image réciproque d’une base de Im θ, est une base de l’espace. On a donc montré que(

x, x(1), . . . , x(p+1)
)

est une base de E
(p)
1 .
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17 u est dans E
(1)
1 dont une base est

(
(1), (n),

(
n2))

comme on vient de l’établir. Donc il existe un triplet (a, b, c),
unique, vérifiant

∀n ∈ N un = a + bn + cn2

Encore une fois on détermine (a, b, c) en résolvant le système 3 × 3 suivant a = −2
a + b + c = −7
a + 2b + 4c = −18

dont la solution est (−2, −2, −3). Par conséquent

∀n ∈ N un = −2 − 2n − 3n2
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